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O Einleitung 2

0 Einleitung

Seit langem werden vektorwertige Modulformen als Teilgebiet der Theorie der Modul-
formen behandelt (s. z.B. [20], [4]). Doch erst zu Beginn dieses Jahrhunderts begannen
Marvin Knopp und Geoffrey Mason, angeregt durch Fragestellungen aus RCFT (Ratio-
nal Conformal Field Theory), den systematischen Aufbau einer eigenstdandigen Theo-
rie ([10], [11], [12]). Dabei wird zunédchst versucht, klassische, skalare Satze auf den
vektorwertigen Fall zu tibertragen. Dies ist keinesfalls trivial, denn es gibt vektorwer-
tige Modulformen, deren Komponentenfunktionen keine klassischen Modulformen
sind ([10]).

Viele klassische Satze liefern Dimensionsaussagen iiber Vektorraume von Modulfor-
men (siehe etwa [15], [18]). In [12] werden analoge Aussagen fiir ganze vektorwertige
Modulformen auf der Modulgruppe I' gewonnen. Das Ziel dieser Arbeit ist die Ver-
allgemeinerung dieser Ergebnisse auf die Heckegruppen G(A) mit A = A, := 2 cos %,
qa<N,qg=3.

Alle dazu benotigten Definitionen und Sdtze werden in den Abschnitten 1 bis 4 be-
reitgestellt.

Im Abschnitt 5 wird eine Konstante &« > 0 definiert und wir zeigen durch Abschatzung
des Absolutbetrages der Komponentenfunktionen in der Nahe der reellen Achse nach
oben, dass der Vektorraum der ganzen vektorwertigen Heckeformen vom Gewicht k
fir k < —2«x nulldimensional ist. Daraus folgt dann eine allgemeine Dimensionsab-
schatzung nach oben.

Eine Dimensionsabschdtzung nach unten setzt die Konstruktion vektorwertiger
Heckeformen voraus. Dies gelingt im Abschnitt 6 analog zur klassischen Theorie
uber Poincaré Reihen.

Damit erhalten wir im Abschnitt 7 die gewiinschte Abschatzung fir k > 2 + 2«x.

An dieser Stelle danke ich ganz herzlich Herrn Prof. Dr. Rosenberger fiir die Anregung
und stetige Forderung dieser Dissertation und der Technischen Universitat Dortmund
fur die gewdhrte finanzielle Unterstiitzung.
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1 Grundlagen

Definitionen 1.1
i) Obere Halbebene in C

H={t=x+iyeC|y>0}

ii) Einheitskreisscheibe in C
E:={zeC||z|] <1}
punktierte Einheitskreisscheibe in C
E:={zeC||z|<1}\ {0}
Linksgeschlitzte Einheitskreisscheibe in C
"E:=E\{zeC|Imz=0,Rez <0}
Rechtsgeschlitzte Einheitskreisscheibe in C

ET:=E\{zeC|Imz=0,Rez =0}

iii) Argumentfunktionen
Fir z € C\ {0} definieren wir argz € | — 1, 1] durch

Imz

arg z := {2arctan Rez+|z| firze C\{zeC|Imz=0,Rez <0}

T firze{zeC|Imz=0,Rez <0}
und arg z € [0, 27r[ durch

.y arg z firze C\ {0} mit Imz >0
arg z := .
argz + 21 firze C\ {0} mit Imz <0

iv) Logarithmus
Fir z € C\ {0} definieren wir log z durch
logz:=log|z| +iargz
und f(;;gz durch
logz:=log|z| +iarg z.

Die Zuordnung z ~ logz definiert eine holomorphe Funktion Log auf ~F und
zZ~ lof\g;r z eine holomorphe Funktion IZB?; auf E-.
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v) Allgemeine Potenz
Firz e C\ {0} und k € C sei

zk:= exp(klogz).

Satz 1.2
Es sei f: H — C holomorph, nicht konstant und periodisch mit Periode p € R*. Dann
gilt:

i) Die Menge der reellen Perioden Pr(f) von f ist eine abgeschlossene, diskrete
Untergruppe der additiven Gruppe (R, +).

ii) (positive reelle Elementarperiode)
Wéhlen wir w € Pr(f), so dass

0 <w =min{p € Pr(f) | p > 0},

dann gilt
Pr(f) =Zw ={zw |z Z}.

Beweis:

Zu i): Die Untergruppeneigenschaft ist klar.

Gibt es ein ¥ € R*, so dass unendlich viele p € Pr(f) mit p < v existieren, besitzt
M={1to+p|pePr(f),p <r}fir Tgp € H einen Hiufungspunkt in H. Da f (1) =
f(Tp) fur alle T € M gilt, liefert der Identitdtssatz fiir holomorphe Funktionen ([8],
Satz 4.16) einen Widerspruch zur Voraussetzung.

Zu ii): Die angegebene Menge ist nach Voraussetzung nicht leer; also ist die Wahl von
w nach i) moglich. Ist p € Pr(f), so haben wir |[p — |p/w]w]| € Pr(f) und

lp - |lp/w]wl| =|p/w-|p/w]lw < w,
dh. p/w = |p/w] wegen der Wahl von w und damit Pg(f) < Zw. Die Inklusion
Zw < Pr(f) ist offensichtlich.

Satz 1.3
Es sei f: H — C holomorph und periodisch mit Periode p € R*. Dann gilt:

i) Es existiert genau eine holomorphe Funktion FiE - Cmit f(1) = f(e2mit/p), f
istin E eindeutig in eine absolut kompakt konvergente (d.h. absolut konvergente
und auf jedem Teilkompaktum absolut gleichméRig konvergente) Laurent-Reihe
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> apz"  mit  an= 1, Jf(z)dz mez 0<r<1)
21T zn+l

N=—0o0
lz|=r

entwickelbar.

ii) f istin H eindeutig in eine absolut kompakt konvergente Fourier-Reihe

(e

Z aneZTrin‘r/p
N=—o0
entwickelbar.
Fiir jedes 1o € H, jedesn € Z und 0 < v < 1 gilt
a, = i f(2) dz = 1 J f(T)e 2mint/rgr

211 zn+l p
lz|=7r [To,To+p]

iii) Kann man ng € Z so wdhlen, dass a,, = 0 fiir n < ng ist, so gibt es zu jedem
€ € R" ein C € R* mit
|f(T)| < Ce72nnOImT/p

firteH,ImTt > €.

Beweis:
Die holomorphe Funktion

(H-E
g: T — e2Tri'r/p — e—ZTTImT/pei2TTRET/]0

ist surjektiv; genau die Gerade ImT = ¢ € R* wird auf die Kreislinie |z| = e=27¢/P
abgebildet.

Zui): Istz € Eund g(T) = zfiirein Tt € H, so muss f(z) = f(7) sein; die Surjektivitat
von g ergibt einerseits die Eindeutigkeit von f . Andererseits wird durch die Setzung
f(z) := f(7) eine Funktion fA definiert: Haben wir namlich g(1) = z = g(T), so ist
T =T+ kp mit einem k € Zund f (1) = f(T) wegen der p-Periodizitit von f.
Weiterhin sieht man f|-¢ = f o ;2.Log und flg- = f o 52:Log (Def. 1.1 iv)), d.h. f
ist holomorph auf E. Die Aussagen iiber die Laurent-Entwicklung ergeben sich nun
direkt aus [8], Satz 5.10.

Zu ii): Wir miissen nur noch die Gleichheit der beiden Kurvenintegrale zeigen. Durch-
lauft t die Werte von 0 bis 27T, so durchlauft o + %t die Strecke von 1o nach Ty + p
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und 2T+ 37 0/P den Kreis um 0 mit dem Radius e~27m70/P_ Eg folgt

;19 I f(T)e—Z'lTinT/pdT

[To,To+p]

21
_ 2%”— Jf(TO + %t)e—Zﬂin(Toﬂ—%t)/Pdt
0

21T
_ 21 ch\(eZni(-rmz";rt)/p)e21Tin(-ro+2‘7’Tt)/l7dt
TT
0

21T A
2Ti(To+ 1)/
- 1 f(e2mi(to+3zt)/p) je—2Ti(To+F:t) /P 4t
2771 e&m‘(nﬂ)(rﬁ%t)/p
0

- fz) g,

21i zn+l T
|Z|:e—2rrlm1'0/p

Zu iii): Fir z € E gilt f(z) = z"h(z) mit einem in E holomorphen h. Fir T € H mit
ImT > € haben wir |g(T)| < e ?7¢/?; wihlen wir also ein C € R*, so dass |h(z)| fur
z € Emit |z| < e 2™¢/P < 1 durch C beschrinkt ist, so ergibt sich

£ = 1F @] = g™ (M) lh(g(T))] < e 2mmomTirc,
Lemma 1.4
Firc,d e Rundz =x+1iy € Cgilt

yZ

2 2 2 2 2\ (A2 2
1+|Z|2(c +d°) <|cz+d|-<2(|z]"+y " )(c +d°).

Beweis:
Aus
0 < (lc| = Idllz)? = c* = 2|c||d||z] + d?*|z|?

folgt zunachst
2lclld]|z| < c? + d?|z]|?

und mit der Dreiecksungleichung damit

lcz+dl> < (cllz| +1d])? = c?|z|? + 2|c||d]||z| + d?
< c?lzP+ct+d%zIP+d% = (|zIP + 1) (c? + d?).

A

Fiir |z| = 1ist |z|?>+ 1 < 2|z|? und fiir |z| < 1 haben wir |z|> + 1 < |z|?> + y~? wegen
y~2 > 1, womit sich die obere Abschitzung ergibt.
Mit

lcz +d|?> = Im®(cz + d) = c?y?
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und

24,2

1Z12|cz+d|* = |Z(cz+d)|? = | clz|?*+dZ |?> = | c|z|* +dz |? = Im*(c|z|* +dz) = d°y

sieht man
(1+1z%)|cz+d|? =|cz+d|*> + |Z|*lcz + d|? = c?y? + d*y? = y2(c? + d?),

die untere Abschitzung.

Lemma 1.5
Es seiena,b,c,d € 7\ {0} und A € {1,2,-/3}.

i) Es gibtes eins € Z, so dass |(—|al|s + b)A| < |a| gilt.

ii) Es gibteseint € Z, so dass |—|c|tA® + d| < |c|A gilt.

Beweis:
Zu i): Wir haben

[(=lals + b)A| < |lal <= -—lal < —lalsA+DbA < |al
= J|al(As—=1) <bA <lal(As +1).

Die Intervalle ]|a|(As —1),|a|(As +1)[ mit s € Z bilden eine offene Uberdeckung von
R: Die Intervallange betragt jeweils 2|a|; der Abstand eines Intervallmittelpunktes
|la|As zu den Nachbarintervallmittelpunkten ist jeweils |a|A, also kleiner als 2|a].
Damit liegt bA in einem dieser Intervalle.

Zu ii); Wir haben

—lcltA? +d| < [c]A <= —|c|A < —|c|tA? +d < [c|A
= |clA(At -1) <d < [c|A(At +1).

Die Intervalle ]|c|A(At—1), |c|A(At+1)[ mits € Z bilden eine offene Uberdeckung von
R: Die Intervalldnge betragt jeweils 2|c|A; der Abstand eines Intervallmittelpunktes
|c|A?t zu den Nachbarintervallmittelpunkten ist jeweils |c|A?, also kleiner als 2|c|A.
Damit liegt d in einem dieser Intervalle.

Lemma 1.6
Fiir j € Z und @ € R gilt

sinjp =2cos@ -sin(j— 1)@ —sin(j — 2)@.
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Beweis:
Zunachst ist

e!? =cos@ +isin@ =2cos@ — (cos® —isin@) = 2cosp — e P,

Es folgt

Ubergang zum Imaginarteil liefert die Behauptung.

Aus der Linearen Algebra benotigen wir das folgende Ergebnis:

Satz 1.7

Es seien n,p € N und M eine komplexe (p X p)-Matrix.

Ist dann M™ gleich der (p X p)-Einheitsmatrix E,, so existiert eine komplexe inver-
tierbare (p X p)-Matrix U derart, dass

UMU™! = diag(e®™'®1, ..., e2TiPr)
mit @1,...,9, €]0,1]1 N Q gilt.

Beweis:

Wegen M™ = E, ist das Minimalpolynom von M ein Teiler von x™ — 1, zerféllt also
uber C vollstdandig in Linearfaktoren und besitzt nur einfache Nullstellen. Nach [17],
Kapitel V, F15 gibt es somit eine komplexe invertierbare (p X p)-Matrix U, so dass
UMU™! = diag(cy,...,cp). Wegen

diag(ct,...,cy) = (UMU )" =UM"U™! = diag(1,...,1)

sind die Diagonalelemente von UMU ! n-te Einheitswurzeln.
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2 Heckegruppen

Definitionen 2.1
Fir p € N* sei:

Mat(p,Z) := 7-Algebra der ganzzahligen p x p-Matrizen

ii)
Mat(p,R) := R-Algebra der reellen p X p-Matrizen
iii)
Mat(p, C) := C-Algebra der komplexen p X p-Matrizen
iv)

E := E, := p X p-Einheitsmatrix

Vereinbarung 2.2
Die Elemente einer 2 X 2-Matrix M notieren wir, wenn nichts anderes gesagt wird, mit

a,b,c,d, d.h.
M = .
c d
Definitionen 2.3
i) Allgemeine lineare Gruppe vom Grad p tiber R

GL(p,R) := {M € Mat(p,R) | detM # 0}

ii) Allgemeine lineare Gruppe vom Grad p uber C

GL(p,QC) := {M € Mat(p,C) | detM # 0}

iii) Spezielle lineare Gruppe vom Grad p tiber R

SL(p,R) := {M € Mat(p,R) | detM =1}

iv) Spezielle lineare Gruppe vom Grad p tber C

SL(p,C) := {M € Mat(p,C) | detM =1}
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v) Projektive spezielle lineare Gruppe vom Grad 2 uber R

PSL(2,R) := SL(2,R)/{E,—E}

vi) (homogene elliptische) Modulgruppe

I:=SL(2,7) := {M € Mat(2,7) | detM = 1}
Definitionen 2.4
i) Den C-Vektorraum der in H holomorphen Funktionen bezeichnen wir mit

O(H).
ii) Die Gruppe aller biholomorphen Abbildungen H — H bezeichnen wir mit
Aut(H) .

iii) Die Gruppe aller C*-Diffeomorphismen H — H bezeichnen wir mit
Dif(H) .
Als Gruppenoperationen haben wir nattirlich in 2.3 die Matrizenmultiplikation, in 2.4

ii), iii) die Abbildungskomposition.

Die Elemente aus Aut(H) sind spezielle gebrochen lineare Transformationen:

Satz 2.5

Es gibt a,b,c,d € R, ad — bc = 1, so dass

V € Aut(H) <
VT:=V(T) = at +b
cT+d

fur alle T € H gilt.

Beweis:
[8], Lemma 11.12

Definitionen 2.6

i) Fur
a b
M = ( ) e SL(2,R)
c d
wird durch 5
at +
O (T) 1= cT+d

ein ®); € Aut(H) definiert.
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ii) Statt &) und &, (1) schreiben wir auch M und Mt oder einfach M und M.
iii)
M:T:=ct+d

Satz 2.7
FirL,M,N € SL(2,R), T € H gilt

dp =id, ®_py=dy, Pry=0r0dy, Py =0y,

Im @y, (7) = Imt ImT
MU T et +dl2 T (ex +d)2 +c2y?’

MN:T = (M:NT)(N:T).

Beweis:
[15], II.1.1., [18], (2.2.2)

Satz 2.8
Durch
o ][ SL(2, R) — Aut(H)
M — dy
wird ein Gruppenepimorphismus mit Kern® = {E, —E} definiert.
Es gilt
Aut(H) = PSL(2,R).

Beweis:
[15], I1.1.3.

Definition 2.9

Ist V € Aut(H), so schreiben wir (falls die Mehrdeutigkeit keine Probleme verursacht)
V oder auch einfach V fur jedes der zwei mod {E,—E} dquivalenten Elemente aus
®~1[{V}] und setzen (bis auf den Faktor —1 eindeutig)

Vit:=ViT

fur T € H.

Definitionen 2.10
Es sei G eine Untergruppe von Aut(H).
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a
o o b a b = . . 4
G heilt diskret :< { c | ¢ d ed [G]} ist diskrete Teilmenge des R".
a
ii)
Es gibt ein 7o € H und eine Umgebung U (1)
G heilt diskontinuierlich < von Ty, so dass fur alle V € G,V #id,

VIU(Ty)]nU(T1y) = O gilt .

Definitionen 2.11
Es sei G eine Untergruppe von Aut(H).

i) T1, T2 € H heilen G-dquivalent genau dann, wenn es ein V € G mit V(11) = 1
gibt.

ii) Eine offene Menge F < H heilt Fundamentalbereich von G genau dann, wenn

1) Je zwei verschiedene 11, T» € F sind nicht G-dquivalent.

2) Jedes T € H ist G-dquivalent zu einem T € F.

Die Definitionen 2.10, 2.11 tibertragen sich vermoge ® auf Untergruppen von SL(2, R).
Satz 2.12

Es sei G eine Untergruppe von Aut(H).

G diskret < G diskontinuierlich & G besitzt einen Fundamentalbereich

Beweis:
[15], IL.,4., [16], Chapter 1

Definitionen 2.13
Es sei
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. H-H
1 reT4A

Uy:=T8S,.

und fiir A € R

und

Definitionen 2.14
i) Die Heckegruppe zu A € R* ist die von T und S, erzeugte Untergruppe von
Aut(H):
G(A) :=(T,S\) =(T,Uy) <Aut(H).

Die Elemente von G (A) nennen wir Hecketransformationen zu A.

ii)

o = [0 -1\ o (1A
G(A) = & [G(A)]-(T—(l 0),&_(0 1))
- (T-= O -1 g (Y} ) <SL(2,R)

1 0/’ 1 A :

heilt die Heckematrizengruppe zu A.
Die Elemente von G(A) nennen wir die Heckematrizen zu A.

Vereinbarung 2.15

Falls keine Probleme zu erwarten sind, unterscheiden wir im folgenden oft nicht
zwischen einer Hecketransformation V und den zwei durch ®-! zugeordneten,
mod {E,—E} aquivalenten Heckematrizen.

Satz 2.16
EsseiA € R™.

G (A) diskontinuierlich & A = 2 oder A = A, := 2COSZ mitg € N,q > 3

Beweis:

[6] oder [5]

Vereinbarung 2.17

Im folgenden betrachten wir nur Heckegruppen zu A = A, := 2 cos % mitg € N, g > 3.
Man beachte, dass damit A € [1,2[,also1>2—-A > 0.
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Fir einige Heckegruppen lassen sich die Elemente explizit angeben. So gilt zum Bei-
spiel:

Satz 2.18
EsseiA € {1 =A3,v2 =A4,/3 = Ag }. Dann gilt

_ _ a bA a,b,c,d €, ak\ b a,b,c,d €7,
G(A)—F(A).—{(a\ d )‘ad—?\zbc=1}UJ|( c d?\) Azad—bc=1}'

Beweis:
Man priift leicht nach, dass T'(A) eine Untergruppe von SL(2, R) ist. Wegen

(‘1) ‘é)(é ?)EF(A)

folgt G(A) = IT'(A) und wir miissen nur noch T'(A) € G(A) zeigen. Wegen

(a)-(a ) )

eG(/\)

— a bA a,b,c,d e, —
rN(A).={(CA g )‘ad—AZbc=1}gG(A)

nachzuweisen. Dies geschieht durch Induktion tiber |a]|.

Es sei also
a bA —

0 -1
M=i<1 d)

wegen ad — A’bc = 1. Die Produktdarstellung

(0 -1Y__ (0 -1\(14d
"1 a)77\1 o)lo1

reicht es dazu,

Induktionsanfang:
Ista =0, sogilt A =1 und

zeigt M € G(1).

Vor dem Induktionsschritt stellen wir drei Hilfsergebnisse zusammen.
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1. Hilfsergebnis:

Istb =0,sogilta =d = +1 wegen ad — A>bc = 1 und

1 0
M=+ ( A1 ) .
Die Produktdarstellung

(o v)== )0 )0 )

o J\o J < J

eG(A) =§;C€E(?\) €G(A)
liefert M € G(A).

2. Hilfsergebnis: Es gibt eine Matrix aus N € G(A), so dass
MN=( ¢ b
cA d
mit |b|A < |a| gilt.

Beweis: Wir wahlen zunichst (Lemma 1.5 i)) ein s € Z mit

[(=lals + b)A| < |al.

a bA 1 —sgn(a)sA | a (=lals+b)A
cA d 0 1 “\cA —sgn(a)ecsA? +d

eG(A)

Es folgen

und damit die Behauptung.
3. Hilfsergebnis: Es gibt eine Matrix aus P € G(A), so dass

a bA
MP = ~
(c)\ d)

mit |d| < |c|A gilt.
Beweis: Wir wiahlen zunéachst (Lemma 1.5 ii)) ein t € Z mit

|—|c|tA®> + d| < |c|A.

a bA 1 —sgn(c)tA \ ([ a (—sgn(c)at +Db)A
cA d 0 1 “\eA —lc|tA? +d

Y

€G(A)

Es folgt

15
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also die Behauptung.

Wir fiihren den Induktionsschritt von 0,...,n auf n + 1, indem wir die Matrix M mit
a = n + 1 fortlaufend mit Matrizen aus G(A) multiplizieren, so dass entweder b = 0
oder |a| verkleinert wird.

Ausgehend von M gehen wir nach dem ersten Hilfsergebnis tiber zu einer Matrix

a@)\
cA d

mit IEIA < lal. Ist bA = 0, so sind wir nach dem 1. Hilfsergebnis fertig. Andernfalls
konjugieren wir mit T und erhalten

—d cA

bA -a |’

Jetzt liefert das 3. Hilfsergebnis den Ubergang zu

—d oA
bA —d&

mit |d| < II; |A. Eine weitere Konjugation mit T ergibt

mit |d| < |a].

Korollar 2.19
G(1) =T (inhomogene elliptische Modulgruppe)

Fiir alle von uns betrachteten Heckegruppen gelingt eine Abschiatzung der Matrixele-
mente nach unten (Satz 2.26). Dazu bendtigen wir einige Vorbereitungen.

Definition 2.20
Fiur v € NuU {—1} definieren wir

. T
smmvr P

- TT -
sin a

Lemma 2.21
1)

u1=-1, up=0, u; =1
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ii)
uq_l = ]_, uq = 0, uq+1 = _]_

iii)

Uy = —Ur—2 + Ur_17g flirr e N*
iv)

U=y furg=4,r=2,...,q-2
V)

2 _ N
u‘y_lu‘y + uyur+1 - Aqur - 0 fur T E N
vi)
Uz —Aguyquy +u2 =1 firr e N
Beweis:

i) Definition, sin0 = 0, sin—x = —sinx
ii) ug4-18in i sin(1t q) sin, Ugy1Sing sin(7r + q) sin ¢,
iii)

Uy sinE = sian Lo 2cos.E - sin(r — 1)E — sin(r — 2)E
q q q q q

iv) Zunéachst erhalt man mit i), ii) und iii)
U = —Up + UI1Ag = Ay
(womit fiir g = 4 alles bewiesen ist) und
O=ug=-uUg—2+Ug-1Ag = —Ug—2 + Ay, AISO UG_2» = Ay4.
Fir g = 5 betrachten wir auf [2,q — 2] die durch

. T
Sin x a

f(x) =

T
smq

definierte Funktion f.
Wir haben u; = f(2) = f(q—2) = ug2 = Ag, f'(x) > 0 fir x € [2,%[ und
f'(x) <0 firx €]d,q - 2], dh. f(x) = A; im Intervall [2,q - 2].

V)

2 iii)
Ur—1Uyr + UyUypi1 — Aqur = Uy(Up_1 + Upsr — Aqur) =
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vi) Beweis durch Induktion:

r =0: .
U2, = Aqu_quo+ud 2 (—1)2 = A,(-1)0+ 0% =1
Y -1+ 1:

iii)

2 2 2 2
u,, - Aquru1/+1 + MT_H MT - Aquy(_u771 + uyAq) + (_u771 + uTAq)

= ul + AU uy+us=1
Lemma 2.22
Fiirr € N ist

= —Uyr-1 —Uy
U}\ = .
Uy Uy

7 - I 0 \ezi){ —u-1 —uo
AT 01 B Ug u;

UT+1 _ —Uyr_1 —Uy 0 -1 [ Tur Upa - UrA
A Uy Uy+1 1 A Upsl —Up + Uprs1A
2212111,) _ur _ur+1
Ury1  Ups2
Korollar 2.23
U hat in G(A) die Ordnung q, Ux hat in G(A) die Ordnung 2q.

Beweis:
2.21, 2.22 zeigen: Uy # =E, furv =1,...,q — 1 und U = —E.

Korollar 2.24
Es gilt
ImU,T <ImT

A

firt € Hmit|t|>1,|Ret|<5undr =1,...,q9 - 1.
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Beweis:
Wir haben nach Lemma 2.21 firr =1,...,q -1

u12,- > O, urur+1 = 0,

also

Uy T+ Ups1|? = (UpX + Ups1)? +USY? = Ul (X% + V2) + 2Up Uy X + US,,

2.21 vi)
> UZ 42Uy X F UL = UL - AUy Uy UG, = ]

Dies ergibt
ImT
ImU;T = > <ImT
Uy T + Uyt |

zusammen mit 2.7 und 2.22.

Korollar 2.25
Esseir=1,...,q - 1.

(T € H mit Ret >0) v (T € Hmit|t|>1,|ReT| <) = ReUjT <0.

N[>

Beweis:
Zunachst gilt nach 2.22

—Uyr1T — Uy
Uy T + Ur+1
(U X + uy) (U X+ Upi1) + U U PP
Uy T + Uy |2
LU Uy | T+ (U1 Ui + UP)X + Ul
Uy T + Ups1 |2

ReU;T = Re

=—detTUy=-1

U U TP+ U Ui+ 2URX + (U Ui — U)X
Uy T+ Uy ]2
Upr 1 U | TI? + UpUypy1 + 2USX — X
|'l/l,yT + U+ |2 .

(2)

Sei zundchst T € H mit Ret > 0. Fiirv = 1,...,q — 1 haben wir nach Lemma 2.21
(Up1X + Up) (U X + Upy1) = U2X >0

und
Uy Uy y? = 0.
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(1) liefert die Konklusion.
Seinun T € Hmit |t] = 1,|ReT| < % Fir» = 1,...,q — 1 haben wir nach Lemma
2.21

Uy 1 Uy, Uy 1Urs1 = 0.

Es folgt
2 2
Uy UA TS+ UpUyps +2USX — X =

A 221 v) A

> 2>O.

u‘y'_lu‘y + uyuy+1 - Au% +

(2) ergibt das Gewtinschte.
Satz 2.26

( my; My ) €EGA) =mu =0V |myl=1V |myg|l=Afurallek,l e {1,2}
mpz1 My

Beweis:
Es ist (Lemmma 2.22)

T 01 —Uy_1 —Uy Uy  Upyl
~T)Uy = " =
( YU ( -1 0 ) ( Uy Uy+1 ) ( Uyr-1 Uy )

fuirr =1,...,9 — 1, d.h. (Lemma 2.21) alle Elemente von (—T)UK sind entweder O, 1
oder > A. Dies gilt dann auch bei einem Produkt der Form

P=(-T)Uy ---(-T)UY", ¥i,...,¥me<{l,...,q—1}.

T? = —F», 2.23 und 2.14 zeigen, dass sich jedes M € G(A) schreiben lift als M = +P,
M = +TP oder M = +PT. Da eine Multiplikation mit T hochstens die Anordnung
oder die Vorzeichen der Matrizenelemente dndert, ist alles bewiesen.

a b —
(c d)eG(A).

Dann gilt |cT+d?=2-A fir T € Hmit|t|>1und|ReT| < 3.

Korollar 2.27
Es sei
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Beweis:

Istc =0, soistd # 0, alsonach 2.26 und 2.17 |[cTt+d|?=|d|?=21>=2-A. Istd = 0,
soistc # 0, also |[cT +d|? = |c|?|T|?° = |c|? = 1 = 2 — A nach Voraussetzung, 2.26
und 2.17. Fur ¢,d # 0 haben wir

lct+d)? = (ct+d)(cT+d) =c?|T|>+2cdReT + d?
12) c®—Alcd| +d? = (Jc| = |d)* + (2 = A)|cd|
> 2-Nled] Z22-2

mit 1): Voraussetzung an T, 2): 2.26 und 2.17.

Korollar 2.28
Es sei

vz(“ b)EGMLTEH.
c d

Dann ist fiirc =0
Imt=ImVT

und fiirc # 0

I < )
T = mvT

Beweis:
Istc =0,s0gilta=d=1odera =d = —1 wegen 2.26 und detV = 1, d.h. aber
ImT=ImVT.

Sei nun ¢ # 0, also c?

d -b
-1 _
()

%

1 nach 2.26. Es folgt zusammen mit T = V- 'VT und

ImT 2.7 ImVT _ ImVT
 |=cVT+al? c2(ImVT)2+ (a—-cReVT)?2
ImVt ImVt 1

< = .
c2(ImVT)2 - (ImVT)2 ImVT

Satz 2.29

Fy:= {TEH||T|>1,|R€T|<22\}

ist ein Fundamentalbereich von G(A).

Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiihrt (2.30 — vor 2.36).
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Definitionen 2.30
Es seien T3, T», Tz € Dif(H) definiert durch

H-MH
T7: T ,

— —s =
T

{[H]—»D—I]
Tgl _
T—-T

o] He
Pl re-@ e

Auf T € H angewandt bewirkt T; eine Spiegelung an der Einheitskreislinie, T, eine
Spiegelung an der imagindren Achse und T3 eine Spiegelung an der durch Re T = —%
definierten Gerade.

Sl=

und

Mit der Definition folgt unmittelbar:

Lemma 2.31
1)
OI'd(Tl) = OI'd(Tz) = OI‘d(Tg) =2

ii)
T\T, =TTy =T T\Ts = Uy, TsTy = Uy ToTs = Sa, TsTo = Sy

iii) Die Komposition einer geraden Anzahl von T, = T;', To = T, 1, Tz = T3 ! ist
Element von G(A) und umgekehrt.

iv)
T>[FAl = Fx T»2[Fa] = F,

V)
G(A) <(Th,T>,T3) < Dif(H)

vi) Zu jedem T € H existiert einV € (T»,T3), so dass
A
VteM,={teH| —EsReTsO}.

Gilt —-A <ReT < —%, so kann man V = T3 wdhlen.
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vii) Konvergiert eine Folge (T,,), T, € {T € H | |Tul <1, — % < ReT < 0}, gegen ein
Elementaus {te H | |ty =1, — % < ReT < 0}, so gibt es ein ng € N, so dass
TiTn, €e{TEH]| [Tl > 1, —%SRQTSO}.

Lemma 2.32
Zu jedem T € H existiert einV € G(A), so dass VT € Fj.

Beweis:

Wir zeigen, dass es ein V € (Ty, T», T3) gibt, so dass VT € F,; wegen 2.31 iii), iv) ist
dann alles bewiesen.

Dazu definieren wir induktiv eine Folge (T,)nen, Tn € Mj:

To := WVoT

mit einem V, € (T», T3) gemal Lemma 2.31 vi).
Ist T,, schon definiert, so sei
Tl := Va1 Ti Ty

Dabei sei V,,.1 € (T», T3) nach Lemma 2.31 vi) so gewahlt, dass V,,.1 11T, € M,.

Ist eines unserer T, vom Betrage groRer oder gleich 1, so sind wir fertig. Dass dies
immer eintritt, beweisen wir durch Widerspruch.

Es gelte also |T,| < 1 fiir alle n € N. Dann ist zunachst (y,) wegen

Yn

Yn+1 = > >yn>0
| Tl

eine streng monoton steigende Folge in ]0, 1.
Ist T ein Haufungswert der beschrankten Folge (T,) mit |T| < 1, so exitiert eine
Teilfolge (Ty,)ken VON (Ty) mit [Ty, |2 < ¢ < 1 und

Yny_ n

VY = ckl z...zgli_ll -
liefert einen Widerspruch zur Beschranktheit von (y,).
2.31 vii) zeigt nun, dass der einzige Haufungswert T von (T,) der Schnittpunkt der
Einheitskreislinie mit der Geraden Re T = —% ist.
Es ist arg T, > arg T (und damit x,, < 0) fir n € N, denn aus arg T,, < arg T folgt
wegen
| T | sin(arg ;) - | Ty | sin(arg T)

| Tnl? B | Tnl?

Vil = > |T|sin(arg T) = y

ein Widerspruch zur streng monoton steigenden Konvergenz von (y,) gegen .
Wegen Re T T = —% gibt es daher ein ny € N, so dass —A < ReT 1, < —%, also (2.31
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vi)) Tpy1 = T3T T, fir n > ng gilt. Wir erhalten fiir n > nyg

x 1
Xni1 —Xn = —A- |T"|2 —xn=—;(Axn+cosz(arng)+x%)
n n
> —L(Ax + cos’(ar T)+x2)—_i()\x +A—2+x2)

> —i(xn + é)2 >0.
Xn 2

Also ist (x,)n=n, €ine streng monoton wachsende Zahlenfolge in [—% ,0]. Dies steht

im Widerspruch zu lim x,, = ReT = —%.
n—oo

Lemma 2.33
Gilt V11 = 1 fiir 71,72 € F5,V € (T1,T3), soist V =id.

Beweis:

Es sei 0.B.d.A. Im 71 < Im 1,. Wir fithren den Beweis durch Widerspruch und nehmen
dazu an, dass V1, = 7o mitid # V € (T1,T3). Dannist V # T, und V # T3, da
andernfalls nicht T;, > € F), sein konnen. Mit Lemma 2.31 i) sieht man, dass sich
V entweder als V = T{(T,T3)" oder als V = T{(T3T;)" mit p = 0,1 und » € Z*
darstellen liRt. Wegen (T1T3) "' = T3T; gibt es immer die erste Darstellungform. Da
nach Korollar 2.23 T, T3 = U, die Ordnung g besitzt konnen wir von einer Darstellung
V= T3p(T3T1)T mit p =0,1und» =1,...,q9 — 1 ausgehen. Mit 2.24 ergibt sich dann

ImT=ImVt =Im(T1 T3)"71 =ImU 1, <ImTy

im Widerspruch zu Im 1; < Im 7».

Lemma 2.34
EsseiV € (Ty,T3),V #id, V # T;.

(tTeHmitRet>0)Vv(TeF,) = ReVT <0

Beweis:

Wir kénnen ausgehen (vgl. den Beweis zu 2.33) von einer Darstellung V = T{ (T, T3)"
mit p = 0,1und r =1,...,9g — 1. Wegen sgnReT,T = sgnRe T genlgt es, sich auf
V = (T'T3)" = Uy zu beschrianken. Wegen Korollar 2.25 ist damit die Implikation
bewiesen.

Beweis von 2.29:
Wir zeigen durch Widerspruch: Aus 71,7 € Fa, V € (T1,T>,T3) und V1; = T folgt
V =1id oder V = T,. Wegen 2.31 v), T» ¢ G(A) und Lemma 2.32 ist dann alles
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nachgewiesen.

Unter allen V € (T,,T»,T3), V # id, V # T, fur die es 7;,T € F, mit V1; = T
gibt, wahlen wir ein V, das als Produkt minimal vieler T;, T>, T3 darstellbar ist. Nach
Lemma 2.33 muss in dieser Darstellung mindestens ein T> vorkommen. Jedoch kann
keine minimale Produktdarstellung mit 7> beginnen oder enden; denn wegen 2.31 iv)
konnte man diese Faktoren streichen, um einen Widerspruch zur minimalen Wahl zu
erhalten. Eine minimale Darstellung hat also die Form

V=WToW;---ToWn

mitn e N* , W, e (T, T3), W, #idfurl=1,...,n + 1.

Es ist Wy, W,,.1 # T}, denn sonst hdtte man wegen T, T> = T>T; eine minimale Darstel-
lung, die mit T» beginnt bzw. endet. Ebenfalls ist W; # T; fur Ll = 2,...,n, denn sonst
enthielte die Produktdarstellung eine Sequenz T>T,T», die man wegen T T, = T>T;
und T>T, = id zu T; verkiirzen konnte.

Esseinunfirl=2,...,n+1

T =W, -ToW,T1.

Es gilt
Y 2.34
Ret, =ReW; V11 < 0.
Haben wir ReT; < O fiireinl = 2,...,n, soist Re T>1; > 0 und

= 2.34

Damit ist induktiv Re T,,,1 < 0 gezeigt.
Andererseits gilt aber (2.34) Re W, ;111 < 0, also

ReTyi1 =Re oW, 111 > 0.

Korollar 2.35
Gilt

so iIst mitn € 7

Definition 2.36
Fir V € G(A) definieren wir durch

La(V):=L(V):=min{leN |V =W, --- W, mit W; € {T} U {S¥ | k € Z}}

die FEichler-Ldnge von'V in G(A).
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Da G(A) von T und S, erzeugt wird und T die Ordnung 2 hat, ist L(V) wohldefiniert.
Eine Abschidtzung von L(V) gab Eichler in [3] an. Einen fehlerbereinigten Beweis dazu
findet man in [9].

Satz 2.37
Zu jedem A gibt es kq, k> € R, so dass fiir alle V € G(A) mit

(27

L(V) <kiIn(a’>+b*>+c>+d% +k>.

gilt

Lemma 2.38
Es sei p: G(A) — GL(p,C) ein Gruppenhomomorphismus. Gilt

10 (T) lleo, 10 Sl < €1

fiir alle n € Z mit ¢; € R>!, dann gibt es c,, C € R*, so dass fiir alle
a b —
V = e G(A
( @ b ) @

pllp(W)lle < c2(a? + b? + c? + d*)¢ntren)

gilt:

Beweis: B
Ein vorgegebenes V € G(A) schreiben wir in der Form

V=xW W, W e{T}u{S\|kez}

mit kl, k2 € R* und
L <kiIn(a®+b?+c®>+d?% + ko

gemadlR 2.36, 2.37. Damit folgt
p(V)=pWy)---p(WL) = ( > Pim (WD) Py, (Wa) - - 'meln(WL)) ,

also (Dreiecksungleichung, p/~! Summanden, L-Faktoren < ¢; in jedem Summanden)
lo(WV)lle < p*~'cf .
Wir erhalten

PHP(V)”oo (Pcl)L — elIn(pc1) e(k1ln(¢12+bz+c2+al2)+k2)ln(;acl)

co(a® + b? + ¢? + d%)csntpen) |

IA

IA
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Satz 2.39
Es gibt eine Rechtstransversale R von (S)) in G(A) und ein k € R*, so dass fiir alle

R € R mitR =
c d

a’>+b%+c?>+d* <k(c®+d?
gilt.

Beweis:
Aus jeder Rechtsnebenklasse (Sy)R von (Sy) in G(A) wahlen wir einen Vertreter R, so
dass —% < ReR(2i) < % gilt; dies ist durch Vorschaltung einer geeigneten Translati-
on aus (S)) ohne Zerstorung der Vertretereigenschaft moglich. Diese R bilden eine
gewtlinschte Rechtstransversale R:
Nach Satz 2.7 haben wir

2 2

0 <ImRED = civar ~ 42+ a

Da ¢ und d nicht beide verschwinden koénnen, ergibt sich |ImR(2i)| < 2 mit Satz
2.26. Insgesamt erhalten wir

2 2

2 12 ;
4a° +b 2ai+b =|R(2i)|2s4+2s5

4¢c2 +d2 | 2ci+d

also
a’ + b? <4a® +b? <504c®+d?) <20(c? +d?).

Wir konnen also k = 21 wahlen.

Bemerkungen 2.40
i) Ist R eine Rechtstransversale von (S,) in G(A), soist R := ®~1[R] wegen —E» ¢
(Sa) eine Rechtstransversale von (S,) in G(A). Satz 2.39 gilt also analog fiir
G(A).

ii) Ist R eine Rechtstransversale von (Sy) in G(A), so verstehen wir unter ﬁc#o die
Menge aller M € R mit ¢ # 0. Wegen Korollar 2.35 und —E> ¢ (Sa) konnen wir
ohne Beschrdankung der Allgemeinheit

R=R""U{E, - E}
im folgenden annehmen.

iii) Ist R eine Rechtstransversale von (S)) in G(A), V € G(A), so ist dies auch RV,
denn die Rechtmultiplikation mit V ist eine Bijektion in G(A).
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Satz 2.41
Es seien k € R, k > 2, R eine Rechtstransversale von (S) in G(A).

i) R ist abzédhlbar und die Reihe

S o
- |M Tk
MeR

konvergiert fiir alle T € H.

ii) In jedem Vertikalstreifen Vy := {T = x +iy € H||x| < e,y = €}, € > 0,
konvergiert die Reihe gleichméRig.

iii) Die Reihe ist in H kompakt konvergent.

iv) Es gilt
1
li —— =0.
lego ZC#O M : Tk
MeR

Beweis:
[16], Seiten 68-70, 72
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3 Multiplikatorsysteme, Strichoperator

Definition 3.1
Es sei k € R. Eine Abbildung

] D —=lzelllzl=1}
' V—u(V)

heiRt ein k-Multiplikatorsystem fiir G(A), falls gilt:

v(V1V2) (ViVa) : TR = 0(V) o (Vo) (V1 : Vo) K (Vo T)X

firv,Vo, e GQA), T € H,

ii)
v(-Ez) = (-1)7%.

Bemerkung 3.2
Setzt man in 3.1 i) V; =V, = E5, so sieht man, dass

U(Eg) =1

gilt.

Definition 3.3
Es seien k € R, v ein k-Multiplikatorsystem fiir G(A).

i) Wir definieren (Strichoperator)
FleV(T) = fIRV(T) = 0(V) (V1) K F(VT)
fir f € O(H),V € G(A), T € H.
ii) Es seien fi,..., f, € O(H) und
S

fr
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Dann sei
S1le V(1)
Flx V(T) :=F[, V(T) := :

Jplk V(T)
firVeGQ), TeH.

Satz 3.4
Es seien k € R, v ein k-Multiplikatorsystem fiir G(A).

i) Fiirci,co €C, fi,» € O(H) undV € G(A), T € H gilt
(crfi+ )R V(T) =c1 filg V(T) + c2 folR V(T).
ii) Fiir f € O(H) und V1,V> € G(A), T € H gilt

SIeViva(t) = (fIg Vi) g Va(T).

Beweis: i) folgt nach Definition.
Zu ii):

B (i)t (ViVa s T) RV VaT)

o(V2) L (Vo i) o(v) "N (V1 1 Vo) K f o Vi(Var)
(Vo) L (Vo : ) K (0(V) TNV i) TR F o Vi) (Vo)

(fIR VIR Va(T)

SliViva(T) 7=
3.10)

w
[leo i
oy

30
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4 Vektorwertige Heckeformen

Definition 4.1

Es sei G eine Gruppe.

Eine komplex-lineare Darstellung der Gruppe G vom Grad p ist ein Gruppenhomomor-
phismus p: G — GL(p, C).

Definition 4.2
Es seien k € R, v ein k-Multiplikatorsystem auf G(A), p € N*und p: G(A) — GL(p,C)
eine komplex-lineare Darstellung vom Grad p fir die p(—-E>) = E, gilt.
Weiter seien f1,..., f, € O(H),

S

F:= :

Ir
Dann heilt (F, p) (genauer (F, v, p)) eine vektorwertige Heckeform vom Gewicht k auf
G(A) genau dann, wenn gilt:

i) Firalle V € G(A) und T € H ist

FIRV(T) = p(V)F(T)

ii) Jede Funktion f; hat eine in H absolut kompakt konvergente Entwicklung

fim = S an()e™ T

n=m;
mit m; e Z, Nj e N*,

Vereinbarung 4.3
Im folgenden seien k € R und das Multiplikatorsystem v fest gewahlt.
Weiter sei x € [0, 1[ so bestimmt, dass v(Sy) = e2™,

Bemerkungen 4.4
i) Man setzt oft g := €®™T und schreibt dann als g-Entwicklung

n

fitt)y = > an(j)a™i.

n=m;
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i)

ii)

iv)

Die Funktionen f; sind auf H holomorph mit Periode AN, besitzen hochstens
einen Pol in ico und die obige Fourierreihentwicklung ist die eindeutig bestimmte
aus Satz 1.3.

Man erkennt sofort, dass die N; durch die f; nicht eindeutig bestimmt sind.
Wéhlt man | € N*, so ist f; periodisch mit Periode A(IN;). Setzt man fir n €
7,n = lmj

am furn=ImmitmezZnz=m;

a/n = L]
0 sonst

giltfirt e H
2"12\([7?]’)1'

i) =) = > dnje

nxlm;j

Zu f; gehort nach Satz 1.3 fj(z) = > an(j)z" und zu J?J gehort J%j(z) =

n=m;

fizh = 3 ap()zn= 3 dn(j)z"

n=ms;j nxlmj
Gibt es umgekehrt ein | € N* mit [|N; sowie (1) an(j) =0 furn € Z,1 { nund

definiert man d, (j) := an(j) fuirn € Z,n > [m;/1], gilt fir r € H

fo=Fa= S e

n=[m;/l]

Zu f; gehort nach Satz 1.3 f;(z) = 3 an(j)z"= Y  am(j)z" und zu f;

nzm; nz[m;/l]

gehort f,(z) = 3 du(j)z"
nz[m;j/l|

Man sieht: (1) < f; hat Periode AN;/l

Eine g-Entwicklung nach i) heilt elementar, wenn N; elementar ist, d.h.:

Fur konstante f; ist N; = 1. Ist f; nicht konstant mit positiver reeller Elemen-
tarperiode w; (Satz 1.2), so gilt AN; = kjw; mit k; € N*, N; und k; teilerfremd.
Nach iii) besitzt jedes f; einer vektorwertigen Heckeform genau eine elementare
q-Entwicklung.

Auch jede beliebige Linearkombination der f7,..., f, besitzt eine g-Entwicklung
S a,g™W. Setzt man namlich N := kgv(Ny, ... ,Np), so sind alle f1,..., f, peri-

n=zm
odisch mit Periode NA; diese Periode besitzt auch jede Linearkombination der

Sfi,..., fp. Satz 1.3 liefert das Gewtinschte!
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Definition 4.5
Die Menge aller vektorwertigen Heckeformen (F, v, p) vom Gewicht k bezeichnen wir
mit F(k,v,p).

Satz 4.6
F(k,v,p) ist ein C-linearer Vektorraum.

Beweis:
Linearitat des |g-Operators, Distributivitat der Matrizenmultiplikation, 4.4 v)

Definition 4.7
i) Eine vektorwertige Heckeform vom Gewicht k heift ganz, falls in den g-
Entwicklungen die Koeffizienten bei negativen Potenzen von g gleich 0 sind.

ii) Die Menge der ganzen vektorwertigen Heckeformen (F,v,p) vom Gewicht k
bezeichnen wir mit M(k, v, p).

iii) Eine ganze vektorwertige Heckeform vom Gewicht k heiRt Spitzenform, falls in
den g-Entwicklungen die Koeffizienten bei nichtpositiven Potenzen von g gleich
0 sind.

iv) Die Menge der Spitzenformen (F,v,p) vom Gewicht k bezeichnen wir mit
S(k,v,p).

Klar sind:

Satz 4.8
M(k,v,p) ist ein Untervektorraum von ‘F(k,v,p).
S(k,v,p) ist ein Untervektorraum von M(k,v,p).

Satz 4.9
Es seien

fp fﬁ

zwel vektorwertige Heckeformen vom Gewicht k.
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Dann ist mit

S
o~ Sy ~ p 0O
FeF:= ~ , p®p:= ~
S 0 p

fp

(FeF,pep)
eine vektorwertige Heckeform vom Gewicht k.

Definition 4.10
Es sei

S
[P
v
eine vektorwertige Heckeform vom Gewicht k mit elementaren N;. Dann heilSt

N :=kgv(Ni,...,Np)

ihre Stufe.
Satz 4.11
Es sei
S
(0 (,p
fr

eine vektorwertige Heckeform vom Gewicht k. Sie besitze die Stufe N und die Kom-
ponentenfunktionen seien linear unabhédngig. Dann gilt

p(SY) = p(S)N = e 2TINAE,, .

Beweis:
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Fir j=1,...,pund T € H gilt

T(SY) fi(Sy (1)) = e 2TN* £,(53 (1))
— @ 2miNx Zan(j)ezmALNj(HNA)

n=0

672TriN>z Z an (J)e

n=0 =1

e’sz"fj(T) ,

fj|k§])y(7)

. N
2Mi+R-T  2Mina-
Wit a N;

also nach 4.2 i)
p
_omi =N
e 2TINX£(T) = > pi(Sy) fi-
k=1
Die lineare Unabhangigkeit ergibt die Behauptung.

Definition 4.12
Zwei vektorwertige Heckeformen vom Gewicht k

fi fi

( P), ( ,P)

) p Ji 14
heilen f-dquivalent (kurz auch dquivalent) genau dann, wenn

Flreer fo) = Fraees F5)

in O(H) gilt.

Satz 4.13
Aquivalente vektorwertige Heckeformen vom Gewicht k sind stufengleich.

Beweis:
Es seien N
S i

( P), ( ,P)

Ir f5
daquivalente vektorwertige Heckeformen vom Gewicht k und S bzw. S ihre Stufen. Wir

konnen fir den Beweis voraussetzen, dass kein f; konstant ist.
Fur j = 1,...,p ist f; als Linearkombination der f, ..., f, periodisch mit Periode S
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(4.4 v)), d.h. einerseits AS = k@ (k € N*, @; Elementarperiode von f;). Andererseits
gilt mit dem elementaren N;: AN; = l@; (I € N*, ggt(N;,1) = 1). Es folgt

also ist S ein Vielfaches von N 7, womit S<s gezeigt ist.
Symmetrie liefert § < S und damit die Behauptung.

Satz 4.14

Es sei (F,p) eine vektorwertige Heckeform vom Gewicht k und U € GL(p,C). De-
finieren wir dann UpU~': G(A) — GL(p,C) durch UpU~-Y(V) := Up(V)U™!, so ist
(UF,UpU1) eine zu (F, p) dquivalente vektorwertige Heckeform vom Gewicht k.

Beweis:
Mit 3.4 i) und 4.2 i) erhalten wir fiir Ve G(A), T € H

(UF)[kV(T) = U(FkV(T)) = Up(V)F = Up(V)U " (UF).

Alles andere ist klar.

Satz 4.15
Es sei

fi
(F = 2 |.p)
fr
eine vektorwertige Heckeform vom Grad k, nicht alle Komponentenfunktionen f; sei-

en konstant 0.
Dann gibt es zu (F, p) eine dquivalente Heckeform

fi
F=1 : [,p,
S

deren Komponentenfunktionen linear unabhéngig in O(H) sind.

Beweis:
Die Komponentenfunktionen seien linear abhangig. Wir konne ohne Beschriankung
der Allgemeinheit annehmen, dass (f1,..., f,) eine Basis von (fi,..., fp) ist (sonst

Umsortierung der fi,..., f, und Ubergang zu einer dquivalenten Heckeform nach
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4.14).
Es sei K die ((p —r) X r)-Matrix, deren I-te Zeile die Komponenten von f; beziiglich
f1,...,fr enthdlt, d.h. also

fr+1 f1

: =K| :
Sp Sr
Definieren wir
U:= E- 0 e GL(p, Q)
LI K _EP*T p! ]

dann gilt
S
Sr
0

0
und nach 4.14 ist (UF,UpU!) eine zu (F, p) dquivalente Heckeform.
Wir betrachten UpU~1(V) als Blockmatrix

(V) B(V)
y(V) o6(V)

mit einer (7 X v)-Matrix (V).

Nach 4.2 i) gehoren die Zeilen l = v + 1,..., p jeweils zu einer Linearkombination der

Form
O=yMufi+--+yMufir +(V)n0+---+6(V)ip-»0.

Die lineare Unabhéangigkeit der fi,..., f; liefert y(V) = 0. Da die Spaltenvektoren
von UpU~1(V) linear unabhingig sind, haben wir x(V) € GL(p,C). Wegen

SikV=aV)nfi+--+a(V)pfr + BV)n0+ - B(V)ip-0

furl=1,...,r ist also

Sfi
(1 : [,
Jr
eine Heckeform der gewiinschten Art.
Satz 4.16
Sei
Ji
(1 : 1,0

fr
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eine vektorwertige Heckeform vom Gewicht k. Nicht alle Komponentenfunktionen f
seien konstant 0.
Dann gibt es eine dazu dquivalente vektorwertige Heckeform

Sfi

( B 1p)
S

vom Gewicht k, so dass fir diese gilt:

1.) Die Komponentenfunktionen fl, e ,fg sind linear unabhéangig in O (H).
2.) P(Sy) = e?Tixdiag(e?™i®1, ..., e*™PP) mit @,..., P €]0,11 N Q

3.) fj hat eine q-Entwicklung
Py n
ax > an(j)ar.

n=m;

Beweis:
Zur Vereinfachung der Notation lassen wir im Beweis die ,Aquivalent-Tilden“ fort.

Zunachst gehen wir gemal Satz 4.15 zu einer dquivalenten Heckeform uber, die 1.)
erfullt.
Bezeichnen wir mit N die Stufe unserer Heckeform, so gilt nach 4.11

(@™ #p (SN = Ep.
Wir wahlen geméR 1.7 ein U € GL(p, C), so dass
Up (S\UL = e 2mix diag(eZTricm’ ..., e2Tiep)

mit @q,..., @, €]10,1]1 N Q gilt.
Der Ubergang zu

S
Wwl| : |,upu™
Jr

liefert eine dquivalente Heckeform (Satz 4.14) die 1.) und 2.) erfiillt.
Fur diese Heckeform ist noch 3.) nachzuweisen. Mit
ZNiﬁiT

fi(t) = > an(je . TEH,

n=ms;
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aus 4.2 ii) erhalten wir

39

Filk Sa(t) = 0(SA) fi(Sa(1))
_ e*ZTTik Z an(j)eZTTiﬁjTeZWiNij
nzmj

Daraus folgt mit 4.2 i) und 2.) fir ein @; €]10,11n Q

; L 2Mire-T 2mi-
e—ZTrm Z an(J)e AN e N;

n=m;

also
o L 2Mie T 2mi-
e 2P N, (jlem Wite N

n=ms; nz=ms;

Koeffizientenvergleich (Satz 1.3) liefert
e 2% "N @, (1) = an ()

furallen € Z, n = m;.
a,(j) kann also nur dann verschieden von 0 sein, wenn
n=le+Nj<pj, lEN,

ist.
Definieren wir fur l € Z,1 > |m;/N; — 1]

by(i) i a, fallsl=n/N;—-@;
750 sonst ’

so erhalten wir

F) = S an(e T
anJ'
- S e W
Iz| mj/Nj-1|

-

I=| mj/N;—1]

2.

1= m;/Nj-1]

bi(j)ar.

Pj
= q)\

i= > anp(je

— e—21'ri;< e21‘ricpjfj(.r) ,

2”1%1‘
J oo,

.1 P
bl(j)eZTl'lXT eZTl'lTJT
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Definition 4.17
Eine vektorwertige Heckeform vom Gewicht k

S
o : 1,0
Jr
heilkt reduziert, falls sie die Bedingungen 1.), 2.) und 3.) aus 4.16 erfillt.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Strukturiberlegung.

Ist
Ji
( : 1.p
fr
eine vektorwertige Heckeform vom Gewicht k, dann spannen fi,..., f, den endlich-
dimensionalen Unterraum U = (fi,..., fp) von O(H) auf. Jedes Element von U be-

sitzt eine g-Entwicklung gemal Definition 4.2 ii) und U ist abgeschlossen bzgl. des
Strichoperators (4.2 i)). Dass dies schon die wesentliche Struktur einer vektorwertigen
Heckeform beschreibt, zeigt der folgende Satz:

Satz 4.18
Sei U ein endlich-dimensionaler Unterraum von O (H) mit folgenden Eigenschaften:

i) Jedes Element von U besitzt eine q-Entwicklung 4.2 ii).

ii) U ist abgeschlossen beziiglich des Strichoperators |.

Bilden dann fi, ..., f, ein Erzeugendensystem von U, so gibt es eine Darstellung
p: G(A) — GL(p, Q) derart, dass
Si
(1 : |.p)
Ir
eine vektorwertige Heckeform vom Gewicht k ist.

Beweis: B
Im Fall U = {0} setzen wir p(V) = E, fur alle V € G(A).
Sei nun U # {0} und zunéachst fi,..., f, eine Basis von U. Nach Voraussetzung ist



4 Vektorwertige Heckeformen 41

dann, wie man leicht uberpriift, auch filx,..., fylx eine Basis von U. Definieren wir
also pjm (V) € C durch

p
FilkV(T) = > pim(V) fi (T), (1)

m=1

SO ist
P(V) = (pjm(v)>j,m:1 p S GL(}?,(C)

.....

und wir haben eine Darﬁstellung p: G(A) — GL(p,C), wenn wir noch p(V Vo) =
p(V1)p(V,) fur V1, V, € G(A) nachweisen:

p
> pmiVe) fu(T) 2 filkViVa(T)

1
L File V) [k Va (T)

12
= (O pin (V) f)lk Va(T)

n=1

£ Z Pin(V1) Sule Va(T)

n:

p
(2 Z pJn(Vl (Z pnm(VZ fm(T))

n=1 m=1
14 14
= Z (Z pjn(vl)pnm(VZ)) fm(T)
m=1 \n=1

Die lineare Unabhdngigkeit der f,, liefert wie gewiinscht p(V;V2) = p(V1)p(V>).
Da nach den Defininition 3.1 ii) und 3.3

Filk(—E2)(T) = 0(=E2) Y (=1) % fj((~E2)T) = fi(T
gilt, haben wir auch p(-E>) = E,

Seinun fi,..., f, ein Erzeugendensystem von U; dabei seien 0.B.d.A. die ersten v < p
Funktionen eine Basis von U. Wir wahlen dann wie gerade ausgefiihrt eine Darstellung
p: G(A) — GL(r,C), so dass
Ji
(4 : 1.p)
Jr
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eine vektorwertige Heckeform vom Grad k ist. Nach 4.9 ist dann auch

S

f:r p 0
o ’(0 E,,_T))

0

eine vektorwertige Heckeform vom Grad k.
Es sei K die ((p —7) x v)-Matrix, deren [-te Zeile die Komponenten von f,; beziiglich
f1,...,.fr enthdlt, d.h. also

fr+1 fl
: =K :
Sp Sr
Definieren wir
U:= B 0 e GL(p, Q)
LI K Epf’r' pa ]
dann liefert nach Satz 4.14
S
fi :
| Sr p 0 4
( . =U 0 ’ U 0 Ep—r U )
fo :
0

das Gewtinschte.
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5 Erste Dimensionsaussagen

Vereinbarung 5.1
Im Rest dieser Arbeit setzen wir voraus, dass fiir alle betrachteten p: G(A) — GL(p, C)

S
und alle Heckeformen (| : , p) gilt:

Ir

Ci

1.) p(S)) = e ?Ti*diag(e?™®1 ..., e*™®Pr) mit @yq,...,p, €10,11 N Q, @; = d—‘;,
Cj,dj e N*, Cj = dj.

2.) f; hat eine g-Entwicklung

wj djn+cj

ar an(ar = > an(j)g ¥,

nz=zms; anj

wobei m; = 0, falls f; = 0 und @, (j) # 0 sonst gilt.

Wegen Satz 4.16 ist dies keine wesentliche Beschrankung der Allgemeinheit.

Wir definieren A(F) := (my,...,m,) € ZF fir Heckeformen (F, p). Dabei sei Z¥ mit
der kanonischen Halbordnung < versehen: Fur A = (Aq,...,A,),Q = (w1,...,w,) €
Z7 ist A < Q genaudann, wennA; < w;firj =1,..., p gilt. In diesem Zusammenhang

sei0:= (0,...,0)und1:=(1,...,1),G:={jl1<j<p,j=1tund G := (ji,...,Jp)
mit j = —1 falls k € G und j; = 0 sonst.

Wegen 1.) ist
e (Sl = Ip" (Sl = 1,

und wir kénnen ¢; = max(||p(T)||», 1) zur Erfiilllung der Pramisse des Lemmas 2.38
wahlen. Mit einem C aus diesem Lemma sei

= x(p) = Cln(pmax(l[p(T)|l«,1)).

Satz 5.2
Es gibt eine Konstante C € R*, so dass

Cy-2«k  fiirk> -2«
Ifi(T) =1 4 K
Cy %2 fiirk< -2«
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Sfi
fiir alle (| ,p) EM(k,v,p),j=1,...,p,T=x+iy eH, ImT <1 gilt.
Sr
Beweis:
Wir definieren fiir j = 1,...,p mit T = x + iy
L H-R\R"
951 1=y 1fi(T)]

wobei 0 1= x + %
Wegen Im S)T = Im 7 und (vgl. 5.1 2.))

v
_ 2Mi~LT L 2TiQ; N 2miRT 2min
Fi(SaT) = e¥MIRT 21PN g, (j)ePTIAT e
| |1=1 n>0 =1

folgt
gj(8at) = g, (1)

fur alle T € H.
Bei beliebigem

a b —
V=(C d)eG(A)
ist

) 2.7 # 7 . 353’ g k=20 f.
vt E (L) 0D E yoler + A1V

p
= et +d*% D pu(V) fi(D)l,
=1

also (Dreiecksungleichung, (1))

p
g;(VT) < et +dI*2 > |pp(V)lgu(T) .
1=1
Fiur T € F, erhalten wir mit 4.2 ii), 4.4 ii) und 1.3 iii) (C; € R*)

0
axrxy

YOIf(T)] < iy e X
Cl_’)/o- .

g;(T)

IA

Mit (3), (4), der Wahl von @ und Lemma 2.38 ergibt sich mit C, € R*

gi(VT) < Glet + dl* %7 (a® + b* + ¢? + d*)%y°

44

(1)

(2)

3)

(4)

(5)
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firj=1,...,p, T €F\,V €G(A).
Fiir beliebiges V € G(A) wihlen wir nun ein (Satz 2.39, Bemerkung 2.40 1))

a b —
R=<C d)eG(?\),
sodassmitn € Zund k € R*
V =+S'R und a®+ b? +c?+d* < k(c® +d?)

gilt.
Es ergibt sich mit (2), (5) und C3 € R*

gi(VT) = g;(RT) < G3leT + d* 27 (c? + d?)*y°.

1.4 liefert

2 (0.4
9;(VT) < Gslet + d|fr2eo) (1+y|2T|) o

und mit der Definition von o haben wir

1+ [T12\"
gi\VT) < C3 2 yo.

1+|7]2

_ 2 2 _
FirT € F,ist|T|? < A7+y2 und y? > 1—%, d.h. aber: = 7= istfir T € F) beschrénkt,

womit (C4 € R™)
gi(\Vt) < C4y? (6)

fur j = L...,p,V € G(A) und T € F) bewiesen ist. Fiir T = x + iy € H wihlen wir
einV € G(A) und ein T € F,, so dass T = VT gilt. Damit folgt mit C; € R*

il Yyt guve)

(6) k ~ k
< y *:C(ImT)%"2

k k
228 C (1)0(+2 ( .\ 1>D(+2
- M\ YTy

e
< (4 (1 + )}2)

< C5_’)/

firj=1,...,p,TeH,ImT <1,k > -2
WegenIm T > /1 — A2/4 ist (Im #)%+% fiir k < —20 nach oben beschrinkt; dies ergibt
die Behauptung in diesem Fall.
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Korollar 5.3
dimM((k,v,p) =0 fiir k< -2x

Beweis:
Satz 5.2 fir kleine y

Definition 5.4
Es sei A € 7ZP.
M(k,v,p,A):={Fe F(k,v,p) | A(F) = A}

Mit dieser Definition konnen wir
M(k,v,p) = M(k,v,p,G) und S(k,v,p) = M(k,v,p,0)

schreiben.

Lemma 5.5

Essei A = A, := 2cos% mitq €N, q = 3.

Es gibt eine skalarwertige Heckeform foo € M(4q,v = 1,p = E;) mit folgenden
Eigenschaften:

1. foo besitzt in ioco eine (q — 2)-fache Nullstelle.

2. foo ist nullstellenfrei in H.

Beweis: [2], Theorem 5.5 mit fi := £

Lemma 5.6

Die Zuordnung
fi f1+ fo
Ir Jp Sfeo

definiert einen Vektorraumisomorphismus

Beweis: Die Behauptung ergibt sich mit Lemma 5.5 aus den zugrundeliegenden Defi-
nitionen.
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Satz 5.7
1)

ii) Flirk = —2«x gilt

Beweis:

dimM(k,v,p,A) < o fiir alle A € 7F

dimM(k,v,p) < p(q - 2) <k+20< + 1) )

4q

Wir wahlen ein [ € Z, so dass

Damit ist

k +2x k +2x
1 <l< 14 +1. (7)
k —4ql < -2«x. (8)

Zu i): Wir wahlen ein [y € Z, 1y < 0, so dass die Koeffizienten in den g-Entwicklungen
aller Elemente aus M(k —4ql,v,p,A — (q — 2)11) bei n-Exponenten von g mit n < [
gleich 0 sind. Dann wird eine lineare Abbildung M(k—4ql,v,p,A—(q-2)I1) — CP!bl
dadurch definiert, dass man in einer vorgegebenen Anordnung jedem (F, p) einen
Vektor aller Koeffizienten bei n-Exponenten von g mit [y < n < —1 zuordnet. Wegen
Korollar 5.3 und (8) ist der Kern dieser Abbildung trivial und damit die Dimension von
Mk —4ql,v,p,\ — (q — 2)11) gleich der Dimension des Bildes der Abbildung, also
hochstens plly|. M(k —4ql,v,p,A — (g — 2)11) ist aber nach Lemma 5.6 isomorph

zZuM(k,u,p,A\).

Zu ii): Dies ist der Spezialfall A = G. Wir konnen ly = —(q — 2)l wahlen und erhalten

mit (7)

dimM(k,v,p)

dimM((k —4ql,v,p,G—(q—-2)I11) <p(q-2)1
k+2x
10(61—2)( 1 +1)

IA
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6 Poincaré Reihen

Im folgenden seien é,...,¢, die p Einheitsvektoren aus C¥, §;, bezeichne das
Kronecker-Symbol.

Definition 6.1 (Vektorwertige Poincaré Reihen)

Es seienv € Z, ¥ € N, 1 < r < p, R Rechtstransversale von (S,) in G(A).

1 exp [ZWiW%MT]

. . . . N -1 5
P(T):=P, ,(T) := P(T; k,0,p;V,7) .—ZM%R DD e P e ()
Satz 6.2
Fiir k > 2 + 2« ist

pPeFk,v,p)

und die Komponentenfunktionen

exp [ZNiﬂﬂMT]

(oL 1
P =3 3 e P

besitzen Entwicklungen der Form

V+Qr

pi(t) =08j,q9

(21 © n
+at > an(j)at.

n=0

Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiihrt.

Lemma 6.3
Ein Summand in (1) dndert sich nicht, wenn man M durch einen anderen Reprédsen-
tanten aus der Aquivalenzklasse (Sy)M ersetzt.

Beweis:
Mit B B B
SYMT = MT +nA, Syt =1, also (Satz 2.7) Sy:T =1,

3.11)

v(SYOUM) - 1% - (M:T)*
u(SA)"o (M) (M:T)*
B e2mink gy (M) (MiT)k

0(SEM) ((SyM):T)k *L
3.11)

I
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und

(P(M) LS = (p(M) L (p(Sa)™

) (p(M))—1e21'rinx diag(e—Zﬂin(m’ L ’e—Z‘ITin(pp)

(p(SyM))~!

7
=

5.

ergibt sich

exp [ZWi%(EQM)T]

LS - SIM) 1.6,
0(SAM) ((SyM):T)k (P(SAM)) -

exp [ > iVt prr | exp [277i (v + . | | *
= U(M) (M)\-T)k = pl e2minx Prn] . (P(M))_l . (e2Tinx . @—2Min@y é,)
exp _Zﬂi%MT_ . 1 =
= U_(M)(M-T)k = .exp[2mivn] - (p(M)) ! - €,
exp [2mi @ M|
= — — . M))_l . é .
oDk Pl .
Lemma 6.4

Es seien k > 2 + 2, R eine Rechtstransversale von (S,) in G(A) gemdaR Satz 2.39,
Bemerkung 2.40. Dann ist die p; definierende Reihe

exp [ZWi%MT]

1
2 o UM (MiT)

(p(M))7)

in H absolut kompakt konvergent und

exp [ZWi%MT]
O(M)(M:T)k

. 1 _
lim 5 > (p(M));} | =0.

Tl ME?C#O

Beweis:
Fir M e ﬁcio erhalten wir unter Beachtung von Korollar 2.28 ImMT < 1/Im T) und
ImMTt,A,p, >0, veZ

‘exp [ZWi\/_:\(prMT” = exp —ZWM

ImMT]

= exp —ZW:\/ImMT] - exp [—ZNCI}Q\TImMT]

IA

exp —ZTTXImMT] < exp [ZWMl] (2)
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Mit Lemma 2.38, der Wahl von « in Vereinbarung 5.1, Lemma 1.4 und der speziellen
Wahl von R ergibt sich mit geeigneten positiven Konstanten c1, ¢z, 3:

cr(a? +b%+c?+d*)* <co(c? +d*)™
IM:T]2%(1 + |T]%)%
€3 20
y

[(p(M));)]

IA

(3)

(2) und (3) zeigen, dass fiir M € RE7O

exp [ZNiH%MT]
U(M)(M:T)k

(p(M))7}

auf jedem Vertikalstreifen V. nach oben durch
cy| M|~ k=2

mit ¢4, € R* majorisiert wird. Satz 2.41 und 2.40 ii) lieferen alle Behauptungen.

Lemma 6.5
Fiir k > 2 + 2 wird durch (1), unabhéngig von der gewéhlten Rechtstransversalen R,
eine Funktion H — CP mit holomorphen Komponentenfunktionen p; definiert.

Es ist
V+ @y

A

pi(T) = dj,exp [27Ti T] +7;(T)

mit lim r;(t) = 0.

T—1i00

Beweis:

Lemma 6.3, Lemma 6.4, Bemerkung 2.40 ii), Definition 3.1 ii), Definition 4.2
Lemma 6.6

Es seik > 2 + 2. Fiir alleV € G(A) ist

PlyV(T) =p(V)P(T).

Beweis:
Mit Definition 3.3, Definition 3.1 i), Lemma 6.4, Bemerkung 2.40 iii) und Lemma 6.5
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ergibt sich:

exp [ZWiszpyM(VT)]

v 1 .
PRV(T) = 2MeﬁU(M)U(V)(M:VT)k(V:T)k(p(M))
1 exp[ZTri%(Mv)T] L
MeR
1 exp 2mi P M T )
) p(V).(z b U[(M)(MA'T)k ](P(M))‘l-er)
MeRV :
= p(V)P(1)
Lemma 6.7

Esseik > 2 + 2.

ist A-periodisch.

Beweis:
Unter Benutzung von Definition 3.3, Vereinbarung 4.3, Vereinbarung 5.1 1.) und Lem-
ma 6.6 erhalten wir:

exp[ 27Tl (T +2\)] pi(T+A)

_% —2TiQ [ % —2TiQ; 2TTin [
a e 7v(SA) - piliSa(t) =g~ - e 7t plRSa(T)
P onim: i i i
= g 1 -e 21T1(PJ_e21Tl>(_e 21le_e2Tl'leJ 'pj(T)
P
q A

p;(T)

Bewels yon Satz 6.2: -
Mit g~ p j(T) ist auch g~ X rj aus Lemma 6.5 A-periodisch und besitzt gemdl Satz
1.3 eine Fourier-Entwicklung

(e

S an(j)at.

N=—o0
Wegen
@j= %, Cj,dj € N*, Cj = dj
J
ist ) ) din+c;

r_,-('r)=q% > an(j)ar = > an(jlg

n=—oo n=—oo
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Weil lim #;(T) = 0 (Lemma 6.5), kann a,, # 0 fiir kein n € Z, n < 0 sein. Es folgt
T—100

v+or @

pi(t) = d8j,a ¥ +q

> $
>3

> anl(j)a
n=0

dyv+c i L'TH—C‘
¥ ¥ . -
= §j,q " + Zan(l)q ajr

n=0
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7 Eisenstein Reihen

Im folgenden sei stets k > 2 + 2.

Definition 7.1 (Vektorwertige Eisenstein Reihen)
Wir definieren

G‘y = P_l,-y
fir r € G (Vereinbarung 5.1).

Satz 7.2
Fiirrv € G gilt
Gy € M(k,v,p)

und die Komponentenfunktionen

1 (p(M))7}

(gr)j(T) = EMEQW

besitzen Entwicklungen der Form

(@);(T) =0;r +aT S an(al . (1)

n=0

Beweis:
Satz 6.2

Definition 7.3

E(k,v,p):={{Gy|lr € G}) s M(k,v,p)

Satz 7.4
1)
dimZ(k,v,p) = |G|
ii)
M(k,v,p) =E(k,v,p)®S(k,v,p)
Beweis:
Zu i): (1) liefert v
1
ap(l)g ™
Gy(T)zér+ E q%+....

»p

ao(p)q +
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Dies zeigt die lineare Unabhangigkeit der G, .

Zu ii): Wegen (1) haben wir zunachst E(k,v,p) n S(k,v,p) = {0}.
Esseinun F € M(k,v,p), F ¢ S(k,v,p). Wir definieren

R := {1 <r < p | Die Fourier-Entwicklung von f, beginnt mit crq%, ¢y #0}.

5.1 ergibt dann R € G und esist (F — > ¢,G,) € S(k,v,p).

rER
Satz 7.5
dimM(k,v,p) = dimS(k,v,p) = p(q - 2)(’“(2(;20‘) _ 1

Beweis:

Wir wahlen ein | € N, so dass

4q 4q
Damit ist
k—4qgl> 2+ 2«x. (3)

Nach Lemma 5.6 gilt
Mk,v,p) =Mk,v,p,G) =Mk —-4ql,v,p,G—-(q—2)I1).

Auf M(k —4ql,v,p,G — (q — 2)I1) konnen wir wegen (3) Satz 6.2 anwenden: In dem
Raum finden wir (v = -1,...,—-(@—-2)lL-1;v =1,...,p) p(q — 2)l linear unbhédngige
nicht ganze Heckeformen, dazu die Elemente aus E(k — 4ql, v, p). Damit haben wir
mit (2):

dmM(k,v,p) = dimM(k-4ql,v,p,G—-(q—2)I1)
k—(2+2
> v(q—2>l+|G|zv(q—2)(W—DHGI

Satz 7.4 liefert die behauptete Ungleichung.
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Symbolverzeichnis

N:={0,1,2,...}

N*:={1,2,...}

Rt :=R>%:=]0, [

R™:=R<%:=] - 0,0

R=l:=1[1, [

(gi1,...,gn) :=dievon g1,...,gn € G, G Gruppe, erzeugte Untergruppe
(v1,...,Vy) :=dervon vy,...,v, € V, V Vektorraum, erzeugte Untervektorraum
.l := Matrixmaximumsnorm

1A 3
ettt it e 3
ettt et e, 3
TE et et 3
et ittt it e e e, 3
2 3
Y 3
lf(lng, ........................................................................................ 3
1 3
Z 4
/0 2 A 4
Y = 7 9
2 L 2 9
1 = 7 9
e 9
T 70 9
70 9
N I 7 9
1) L 7 T 9
Y 0 10
10
[0 X QL5 A 10
a8 L (15 S 10
3 ) (11 1S 10
3 10
A 11
|74 R VA 11
7 A 12
0 13
A et e ettt et e e e 13



L 04 1S 13
25 13
A ettt e e 13
L 13
A A e e 13
16
Uiy Uy (Ag) w et e 16
25 A 21
7 TS 22
73S 22
7S 22
) 572 TR 5 728 PSR 25
R 27
|7 28
D ettt ettt et et a et i 29
8170 A 7 29
) 29
100 S 30
D e e e e e e 31
K et e e ettt 31
S 02 33
B S 23 33
R (S 002 33
/N 225 43
0 43
) 43
G oot e e, 43
A 43
B A o AN AP 46
P(T), Py (T, P(TK, U, PV 1) e e e e e e e e en 48
G ettt e e e e e aaaaeaas 53
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