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Begriffsbildung mit tatigkeitstheoretischen Methoden

Angenommen unsere Mathematiklehramtsstudenten haben im Alltag weder
die Gewohnheit noch die Notwendigkeit, Bedienungsanleitungen zu lesen.
Angenommen, gute F&higkeiten beim Mustererkennen und Jonglieren mit
automatisiertem Faktenwissen garantierten ihnen in der Schule Erfolg, im
speziellen in Mathematiktests (wir setzen hier ein outputorientiertes Bil-
dungssystem voraus). Wirden ihnen ihre Routinen und im Alltag funktio-
nierende Erfolgsstrategien wie Versuch-Irrtum-Methoden und Musteriiber-
tragung auch in einem kanonischen Mathematiklehramtsstudium helfen?

Wohl eher nicht. Mathematik- und Didaktikvorlesungen basieren auf
konstruktivistischen Herangehensweisen und dem systematischen Aufbau
von Wissen. In Veranstaltungen zur linearen Algebra stehen Klassifikatio-
nen im Vordergrund; die Differential- und Integralrechnung beschaftigt
sich mit der Formalisierung und dem Beweis von Eigenschaften und Me-
thoden. Wenn die den Klassifikationen zugrunde liegenden Fragen Uber-
haupt untersucht werden, sind sie meistens das Resultat einer l&ngeren In-
struktion. In den meisten Veranstaltungen bekommt der Student Antworten
in der Form von Merkmalslisten, die in kaum einem Zusammenhang mit
den isolierten, an bildhafte und symbolische Vorstellungen gebundenen
Konzepten der Schulzeit stehen.

Ein erster Ansatz von Antworten und Merkmalslisten zu Fragen zu kom-
men, besteht in der Suche nach Perspektivwechseln, die eine vorhandene
Préasentation eines mathematischen Objekts in Frage stellen — z.B. durch
die Nutzung im dialektischen Sinn gegensatzlicher Konzeptualisierungen
und deren Dynamik.

1. Ubung in dialektischen Gegensatzlichkeiten

Zur Vorbereitung sollten sich die Lehramtsstudenten anhand von Lehrbi-
chern einen Uberblick Gber magliche Darstellungen der Trigonometrie ver-
schaffen. Auf meine Frage, welchen Begriff dieses Gebietes sie fir wesent-
lich halten, kam als Antwort ,,die Sinusfunktion®, begleitet von einer wel-
lenformigen Bewegung der Hand. Die Zeichnung einer Kurve an der Tafel
wurde mit da musse noch ein Koordinatensystem hin und 0 in 0 kommen-
tiert. Das Zuordnungsargument aufgreifend erfolgte die Frage nach weite-
ren konkreten Werten der Sinusfunktion. Die Antwort lautete, dass da noch
ein Kreis mit einem rechtwinkligen Dreieck hinmusse. In diesem Fall wurde
die bildhafte Vorstellung 'Kurve' mit der Vorstellung 'punktweise Zuord-
nung' konfrontiert. Letztere war mit der Berechnung der Werte mithilfe ei-
nes rechtwinkligen Dreiecks gekoppelt. Es erfolgte ein Wechsel von der



Darstellung des funktionalen Zusammenhangs in Koordinaten durch den
Graphen zur Darstellung ohne Koordinaten.

Die kanonische Art ein recht-
winkliges Dreieck in einen
Kreis zu zeichnen, traf auf Wi-
derspruch, ein Eckpunkt misse
Im Zentrum liegen. Die Umset-
zung (rechts) wurde Kkorrigiert:
Es handele sich um die Koordi-
natendreiecke eines Punktes
auf dem Einheitskreis.

Die angesprochenen Bilder geben u.a. Spielraum, eine Dynamik zwischen
Aquivalenzklassen und Reprasentanten in der Ahnlichkeitsgeometrie oder
zwischen Trigonometrie an Sehnen (wie auch historisch geschehen) und
anderen moglichen Definitionen von Winkelfunktionen anzustof3en.

Ein anderes Beispiel fir Perspektivwechsel bekommt man durch einen
kognitiver Ansatz: den Wechsel zwischen prédikativen und funktionalen
Konzepten (Schwank, 2003).

Um maglichst viele duale Perspektiven nutzen zu kénnen, wahlen wir ei-
nen tatigkeitstheoretischen Rahmen, den wir im folgenden Abschnitt erldu-
tern. Im letzten Abschnitt geben wir Beispiele zum Perspektivwechsel zwi-
schen Tétigkeiten, in denen mathematische Objekte als Untersuchungsge-
gensténde auftreten und Tétigkeiten, in denen sie vermittelnde Werkzeuge
(Problemlésemethode) sind.

2. Zum theoretischen Rahmen

Die meisten Modellbildungen in der Lehr- und Lernforschung versuchen
eine Integration zweier anscheinend gegensatzlicher Modelle: des kogniti-
vistischen Modells und des konstruktivistischen durch die Fokussierung auf
Lernumgebungen; einen Uberblick findet man z.B. bei Reinmann-
Rothmeier & Mandl (2006). Neue Modelle entstehen dabei durch die Be-
trachtung neuer Parameter, Relationen, Abhangigkeiten in oder zwischen
den polarisierten und daraus entwickelten Modellen. Vom mathematischen
Standpunkt &hnelt diese Theoriebildung der Untersuchung strukturierter
Mengen und bewegt sich auf der Reflexionsebene der zu untersuchenden
Objekte und ihrer charakteristischen Merkmale. Mit anderen Worten, wir
befinden uns in der diskreten Welt der Algebra. Diese Herangehensweise
bleibt trotz konstruktivistischer Ansétze statisch, da die Konstruktionen
der Ablaufe kausal durch Anfangszustande und Nebenbedingungen be-
stimmt sind. Beispiele von Modellen, die durch Integration neuer Parame-



ter und Elemente in die Lernumgebungen entstehen, sind selbstgesteuertes
und kooperatives Lernen, problemorientiertes Lernen, Bericksichtigung
von Grundvorstellungen, dialogisches Lernen. Beispiele integrierter Mo-
delle, die vom kognitivistischen Standpunkt kommen, sind APOS und di-
daktisches Engineering.

Tatigkeitstheorie nimmt eher eine Perspektive ein, die man topologisch
nennen konnte. Im Gegensatz zu konstruktivistischen Ansédtzen wird nicht
davon ausgegangen, dass man einen konkreten Ablauf rekonstruieren oder
sogar voraussagen kann. Man geht davon aus, dass man sehr komplexe,
gleichzeitig stattfindende, voneinander abhé&ngige, kulturhistorisch bedingte
und sich standig in Entwicklung befindende Téatigkeiten eher durch die
Prinzipien, welchen ihre Dynamik unterliegt, verstehen kann. In diesem
Ansatz werden vielmehr Faktoren untersucht, die eine Dynamik begleiten
oder unterstltzen, als konkrete Entwicklungen nachvollzogen oder voraus-
gesagt. Durch diesen globalen Ansatz konnen topologische Ideen wie Ab-
stand, Nahe, Ubertragungen, Lokalisierung, Globalisierung, Erhaltungs-
groRen sinnvoll interpretiert werden.

Ein mathematisches Konzept kann in einer Tétigkeit in zwei Positionen
auftreten: als vermittelndes Werkzeug (Methode, Formel, ...) und als
Untersuchungsgegenstand (Teil der mathematischen Sprache, mathemati-
sches Objekt, Regel...). Die Dynamik dieser Dualitdt wird von Douady
(2001) mithilfe didaktischen Engineerings genutzt, um Lernsequenzen zu
entwickeln, die durch den Perspektivwechsel zwischen Methode (Werk-
zeug, Tool) und Objekt ein konzeptuelleres Verstandnis algebraischer Be-
griffe anstreben und den Wechsel zwischen verschiedenen Konzepten er-
leichtern. Dualistische Prinzipien werden auch in anderen Ansatzen ge-
nutzt, um Entwicklung konstruktivistisch zu modellieren, wie das Drei-
Welten-Modell von David Tall oder dialektische Dualitdten bei David
Kolb.

3. Beispiele zum Perspektivwechsel

Um verschiedene Konzeptualisierungen vorhandener Vorstellungen eines
mathematischen Objekts nutzen zu kdnnen, ist es nutzlich, mogliche Ent-
stehungsprozesse und damit verbundene Qualitdten mathematischer Be-
wusstheit zu untersuchen. Diese Herangehensweise wird am Beispiel der
Variablensubstitution in Kaenders et al. (2011) skizziert.

SchlieBlich zeigen wir noch an einem Beispiel Mdglichkeiten des Perspek-
tivwechsels auf, die durch verschiedene Methoden, sowie den Wechsel von
Objekt und Werkzeug beim Lésen von Aufgaben entstehen.



Gegeben ist die folgende (erste) Zeichnung. Schon die Frage nach den
Verhaltnissen der Flachen der Halbkreise kann als Instruktion gestellt oder
dem Schiler Gberlassen sein (Sangaku). Weitere Perspektivwechsel sind
z.B. geometrisch/algebraisch, euklidisch/abbildungsgeometrisch und die
unten dargestellten Aspekte.
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Viel SpaR beim Lésen der Knobelaufgabe!
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