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Einfiihrung und Ubersicht

Aus der Motivation und dem Stand der Forschung ergibt sich die Aufgabenstellung, welche zu
einem Ergebnis gefiihrt hat.

Motivation

Es soll die Rechenzeit fiir die Simulation von Elastoplastizitit verkiirzt werden. Dazu wird eine
Hierarchie von Modellen eingesetzt, wobei der Rechenaufwand vom einfachsten Modell, dem Basis-
modell, bis hin zum komplexesten Modell, dem Referenzmodell, zunimmt. Wenn nun nicht tiberall
das Referenzmodell verwendet wird, so verringert sich der Aufwand, wobei jedoch ein Fehler ent-
steht, der sogenannte Modellfehler. Es wird nach der Methode gesucht, welche die Modelle optimal
verteilt, so dass die maximale Ersparnis an Rechenzeit mit dem minimalen Modellfehler erkauft
wird.
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Abbildung I: Links ist ein verformtes Reckeck zu sehen. Das Verhéltnis £ der Anzahl der Zellen
mit hoheren Modellen zu der Anzahl der Zellen mit dem Basismodell (blau) ist festgelegt (hier:
¢ = 0.3). Die Anzahl der Zellen mit hsheren Modellen ist in gleiche Teile geteilt, so dass also
das Referenzmodell (rot) auf 10% der Zellen gewihlt ist. Als Fehlerindikator dient die isotrope
Verfestigung. Die Modellverteilung &ndert sich mit der Zeit. Es wird nun zu einem gewihlten
Verhiiltnis € der Modellfehler iiber der Zeit der Assemblierung der Steifigkeitsmatrix aufgetragen.
Fiir £ = 1 verschwindet der Modellfehler, fiir £ = 0 ist er maximal. Gleichzeitig wird fiir £ = 0 die
maximal mégliche Ersparnis an Rechenzeit erreicht. Fiir den Modellfehler in der Verschiebung (rot
gefiillte Kreise) ergibt sich fiir £ = 0.1 das optimale Verhé&ltnis von der Ersparnis zum Modellfehler.
Die schwarzen Quadrate markieren den Modellfehler in der Schidigung.

Je niher die Kurven dem Ursprung (0,0) kommen, desto wirksamer ist die Modelladaptivitét.



Einfithrung und Ubersicht

Stand der Forschung

Die in dieser Arbeit verwendeten Modelle der Elastoplastizitét sind bereits bekannt. Ein moglicher-
weise neuer Aspekt konnte jedoch in der systematischen Formulierung liegen. Fiir einen Uberblick
iiber die Elastoplastizitit wird auf MENZEL [40] verwiesen. Weil es hier darum geht, nach Hierarchi-
en innerhalb der bekannten Modelle zu suchen, wird stattdessen ein Uberblick iiber die bisherigen
Arbeiten zur Modelladaptivitit gegeben. Zuvor werden die wesentlichen verwendeten Quellen zur
Elastoplastizitéit genannt.

Verwendete Quellen zur Elastoplastizitat

Die Grundlagen und die Thermoelastoplastizitit sind bei SIMO [60] zu finden. Die Modellierung der
Solid-Shell und einzelne Modelle der Elastoplastizitéit stammen von APEL [3]. Die Entwicklung des
numerisches Schemas beruht auf ARMERO & ZAMBRANA-R0JAS [5]. Das Schidigungsmodell stiitzt
sich auf MENZEL & STEINMANN [41] und LEMAITRE [34]. Die Enhanced-Gradient-Formulierung ist
WAFFENSCHMIDT ET AL. [71] entnommen. Die kinematische Verfestigung bezieht sich auf MOSLER
[45] und die anisotrope FlieBfunktion auf SCHRODER ET AL. [59]. Der Frage nach der Urheberschaft
der einzelnen Ideen wird an dieser Stelle nicht nachgegangen.

Modelladaptivitat

Es wird ein Uberblick iiber die Modellhierarchien in der Literatur gegeben.

In der Fluidmechanik entstehen Modellhierarchien, indem die Anzahl von Summanden verdndert
wird, so wie sich das Problem von Stokes durch Streichung von Termen aus den Navier-Stokes-
Gleichungen ergibt (VAN OPSTAL ET AL. [50]). Als Zwischenstufe bieten sich die Oseen-Gleichungen
an (ODEN & PRUDHOMME [47]). In diese ,additive“ Gruppe von Hierarchien lassen sich die
Reaktions-Diffusions-Gleichungen (BRAACK & ERN [16]) und Transport- und Diffusionsgleichungen
(CHAMOIN & DESVILLETTES [36]) einordnen.

In der Elastizitét entsteht eine Modellhierarchie aus einem nichtlinearen Modell und seiner Linea-
risierung, wie z. B. bei der nichtlinearen und linearen Membran (BRAACK & ERN [15]). Allgemein
handelt es sich um Modelle fiir kleine und fiir grofie Verformungen (ODEN ET AL. [48]).

Bei Platten- und Schalenmodellen treten eigenstindige Modelle auf, die sich nach der Anzahl der
kinematischen Freiheiten ordnen lassen: Kirchhoff-Platte (Normale steht senkrecht auf Mittelebe-
ne), Mindlin-Reissner-Platte (Normale ist unabhéingig), dicke Platte (M.-R.-Platte und zusétzlich
variable Plattendicke). In der Modellierung entsteht also eine Hierarchie. Die einzelnen Modelle er-
fordern jedoch spezielle Diskretisierungen, die nicht auseinander hervorgehen, was ihre Vereinigung
in einer Hierarchie erschwert (BOHINC [14]). Verwandt hiermit ist die Dimensionsadaptivitét, bei
der eine Hierarchie aus dem 3D-Kontinuum und dem Bernoulli- und Timoshenko-Balken (HEINTZ
[27]), der Kirchhoff-Platte (REPIN ET AL. [56]) oder der Mindlin-Reissner-Platte (AUBRY ET AL.
[7], STEIN ET AL. [65]) gebildet wird.

Die Schalenformulierung der Solid-Shell bildet eine Hierarchie mit dem 3D-Kontinuum, welche sich
durch adaptive Verfeinerung des Netzes in Dickenrichtung erweitern ldsst (JOHANSEN [30]). Bei
der Solid-Shell handelt es sich nicht um ein kinematisches Modell, sondern um eine spezielle Dis-
kretisierung, so dass im strengen Sinn nicht von einer Modellhierarchie gesprochen werden kann.
Dies trifft auch auf die Polynomgrad-Adaptivitit zu, bei der Platten und Schalen in Quer- und
Dickenrichtung mit Ansatzpolynomen verschiedenen Grades diskretisiert werden. Die Modelle un-
terscheiden sich einzig in den Polynomgraden (BILLADE & VEMAGANTI [12], ZBOINSKI [74], RANK
ET AL. [54], DUSTER ET AL. [20]). Hier handelt es also um p-, pq- oder hpg-Adaptivitit, wobei q
den Polynomgrad in Querrichtung bezeichnet.

Das Mono- und Bidomain-Modell der Elektrokardiologie liefert eine Hierarchie von Modellen, die
unterschiedlich viele rdumlich stetige Variablen verwenden. So werden im Bidomain-Modell zwei
skalare Felder berechnet, wéhrend in seiner Reduktion zum Monodomain-Modell die Differenz aus
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beiden Feldern die einzige Unbekannte darstellt (MIRABELLA [43]).

In der Multi-Skalen-Modellierung ergibt sich die Modellhierarchie aus den unterschiedlichen Ska-
len. Dabei bietet die Modellreduktion der Mikro-Skala auf ein repriisentatives Volumenelement
eine weitere Moglichkeit hierarchischer Abstufungen (FISH ET AL. [24], VERNEREY & KABIRI
[70], PRUDHOMME ET AL. [51], KERFRIDEN ET AL. [31], HERNANDEZ ET AL. [28], ODEN [49],
LARSSON [33]).

Héufig wird neben der Modell- auch gleichzeitig Netzadaptivitit verwendet. Als entfernt verwand-
ter Bereich ist die Adaptivitdt von Finiten Elementen und anderen Methoden zu nennen. So kénnen
Finite Elemente fiir kleine und die Material-Point-Methode fiir extrem grofle Verformungen kom-
biniert werden (LIAN ET AL. [35]), oder auch FEM und BEM (ELLEITHY [23]).

Die Systematik und Kombinierbarkeit von Modellen im Allgemeinen untersuchen DELALONDRE
ET AL. [19].

Die Modellwahl erfolgt stets auf der Basis von Fehlerschitzern. Dabei miissen die Kosten fiir
die Fehlerschitzung klein sein gegeniiber der Alternative, gleich das Referenzmodell zu verwenden.
Nach der ersten Strategie wird dazu lokal auf jeder Zelle oder auf Patches von Zellen ein Neumann-
Problem gelost. Die Losung ist der approximierte Fehler auf der Zelle. Die Methode der Equilibrated
Fluzes (AINSWORTH [1]) beruht auf der Galerkin-Orthogonalitét, welche nur fiir den Diskretisie-
rungsfehler gilt (BoHINC [14], RUTER [57]). Nach der zweiten Strategie werden globale Residuen
ausgewertet. Die Beitrdge in den Knoten werden auf die Zellen verteilt, womit sich Fehlerindikato-
ren ergeben (BRAACK & ERN [15]). In der Erweiterung zur zielorientierten Fehlerschitzung gibt
es die Methode der dual-gewichteten Residuen (DWR) (BECKER [10]). Fiir zeitabhiingige Proble-
me erfordert diese Methode mehrere Durchldaufe der Simulation mit jeweils verfeinerten Netzen
(MEIDNER & VEXLER [37]).

Aufgabenstellung

Der erste Teil der Aufgabe besteht darin, nach Modellen in der Elastoplastizitit zu suchen, fiir
die eine hierarchische Verwendung sinnvoll ist. Der zweite Teil umfasst die Methode, nach der die
Modellwahl getroffen wird. Ein Fehlerschitzer mufl besser sein als ein heuristischer Fehlerindikator,
wie ihn die isotrope Verfestigung liefert.

Ergebnis

Die Gleichungen der Elastoplastizitdt werden aus zwei Funktionen hergeleitet, welche die Freie
Energie und die FlieBfunktion sind. Je nach Modellierung enthalten diese Funktionen eine unter-
schiedliche Anzahl an Termen mit einem entsprechenden Satz an réumlich unstetigen (inneren)
und rédumlich stetigen (globalen) Variablen. Es ergibt sich also eine Modellherarchie, indem die
Anzahl der inneren Variablen verdndert und auch global stetige Felder zellweise hinzugeschaltet
werden. Ersteres betrifft die Modelleigenschaften der kinematische Verfestigung und Schédigung,
letzteres die Enhanced-Gradient-Formulierung und die Thermoelastoplastizitét.

In diesem Zusammenhang sind Aufgabenstellungen besonders interessant, bei denen sich die Losung
in kleinen Bereichen lokalisiert, indem z. B. nur rdumlich begrenzt eine starke Schidigung auftritt,
sich dieser Bereich jedoch verdndert und damit nicht im Vornherein bekannt ist. Ein mogliche
Modellhierarchie ist in der Tabelle unten angegeben.

Innerhalb des bisherigen Rahmens gibt es eine weitere Hierarchie, und zwar die von Isotropie und
Anisotropie: So kann eine anféngliche Isotropie verloren gehen, wenn tensorwertige innere Varia-
blen Anisotropie induzieren. Ebenso konnen anisotrope Funktionen in der Modellierung verwendet
werden. Hierzu gibt es eine Hierarchie aus der speziellen Diskretisierung in der Hauptachsenbasis
fiir isotrope Modelle, einem Modell fiir schwach ausgepriagte Anisotropie und dem allgemeinen Mo-
dell. Es ldsst sich also sagen, dass mit einer Hierarchie von Diskretisierungen auf eine mechanische
Hierarchie reagiert wird.
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Einfithrung und Ubersicht

Modell Eigenschaften
7 IY + KH + T + TD + EGP* + EGerd
6 Iy + KH + T + TD + EGP!
5 1Y + KH + T + TD
4 1Y + KH + T + SD
3 IY + KH + T
2 1Y + KH
1 1Y

Tabelle I: Die Modellhierarchie setzt sich aus den Modelleigenschaften einer isotropen Flieifunktion
(IY), der kinematischen Verfestigung (K H), der Temperaturabhéngigkeit ("), der skalar- und ten-
sorwertigen Schidigung (SD/TD) und der Verwendung eines Penalty- und Gradienten-Potentials
(EGP" /EGe™d) in der Enhanced-Gradient-Formulierung zusammen. Modell 1 ist das Basis- und
Modell 7 das Referenzmodell. Die Reihenfolge der Modelleigenschaften richtet sich nach dem Grad
der Lokalisierung. Die Eigenschaften K H und T koénnen auch vertauscht werden.

Innerhalb der Thermoelastoplastizitiit gibt es die Moglichkeit, durch den Ubergang zum adiabaten
Modell die rdumlich stetige Temperatur in eine raumlich unstetige Variable zu verwandeln.
Dieses Modell kollidiert jedoch mit der Gemischten Formulierung, welche zu den Methoden zur
Vermeidung von Locking gehort. Diese Methoden sind spezielle Diskretisierungen, welche sich in
Hierarchien kombinieren lassen. Dabei erh6hen sie lokal auf jeder Zelle den Rechenaufwand, ohne
die Dimension der Unbekannten zu verdndern. Weil beim Locking grofie Teile des Rechengebiets
zusammenwirken und sich die Ursache nicht auf kleinen Gebieten lokalisiert, liegt die Bedeutung
dieser Thematik nicht so sehr in der Modelladaptivitdat sondern vielmehr in der Notwendigkeit, die
anderen Modelle mit der Gemischten Formulierung und der Solid Shell kombinieren zu kénnen.
Ein weiteres Ergebnis stellt die entwickelte Systematik in der Modellierung und der Linearisierung
dar, welche die Voraussetzung fiir die Modelladaptivitét ist.
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1 Elastizitat

In diesem Kapitel werden die Grundlagen fiir die Gemischte Formulierung und die Solid-Shell
bereitgestellt, und es wird das Gesamtproblem in den Rahmen des reibungsfreien Kontaktproblems
gestellt. Dafiir ist die Elastizitdt ausreichend. Bei der Einfithrung der algorithmisch konsistenten
Tangente wird bereits die Elastoplastizitidt verwendet, wobei die Elastizitit der Spezialfall ist. Es
wird nach einer Modellhierarchie innerhalb der Elastizitéit gesucht. Eine Hierarchie aus Modellen
kleiner und grofler Verformungen verletzt den Grundsatz, dass auch allein mit dem Basismodell der
Deformationsprozess, welcher in dieser Arbeit grofle Rotationen enthélt, gerechnet werden kénnen
muss. Die gesamte Arbeit beschrinkt sich auf Modelle grofier Verformungen. Eine Modellhierarchie
wird fiir die elastische Energie gefunden, welche sich im Fall von Isotropie vereinfacht.

1.1 Finite Elemente

Die Rechnung erfolgt auf dem unverformten Gebiet €2 in der Referenzkonfiguration, s. Abschn. C.2.
Die Komponenten der globalen Variable x, die z. B. = (u,©, B) lauten kann, ergeben sich aus
dem gewithlten Modell. Deshalb wird die Dimension n = dim(z) eingefiihrt. Auf dem Rand ', des
Gebiets € sind fiir die skalarwertige Komponente x; inhomogene Dirichlet-Randbedingungen Z; ge-
geben und auf dem Rand Fljj’o homogene. Auf dem Rand I'§; kénnen Neumann-Randbedingungen
gegeben sein. Die Aufteilung des Rands T' = T U FkD70 UTY kann also fiir jede skalarwertige
Komponente z;, verschieden sein. Die Funktionenriume lauten mit dem Sobolev-Raum H' und
den gegebenen, im Allgemeinen zeitabhéngigen Randwerten &

1
Hy

1
HFD,O

{z e HY(Q)" |zx(X) = 71(X) fir X eT%, k=1,...n},

-z
1.1
{z e HY(Q)" |zx(X) =0 fir X el k=1,...n} 1)

Es werden die Bezeichnungen abgekiirzt:
Vo = H%DO und V= Hp . (1.2)

Das Gebiet 2 wird mit Vierecken (2D) oder Quadern (3D) vernetzt. Die Triangulierung mit m
Zellen K; lautet

Th={K1,....Kn}, Q=|JK. (1.3)
=1

Fiir Dreiecke oder Tetraeder muss die Solid-Shell-Formulierung (Abschnitt 2.2) neu formuliert wer-
den. Alle Komponenten von & werden zellweise mit bilinearen Ansatzfunktionen diskretisiert:

Vo7h = {:Bh € V0|ﬂ}h‘K S Ql(K)n,VK S 77L},

1.4
Vi = {zn €V |zn|k € Qi(K)", VK € Tp}. .

Die Solid-Shell-Formulierung ist gerade fiir bilineare Ansétze geschaffen. Die Gemischte Formulie-
rung fiir hohere Ansétze steht in Abschnitt 2.1.5.
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1.2 Impulsbilanz

Die Impulsbilanz (C.85) in ihrer Formulierung fiir groffe Verformungen,

po/atv ndv + - /S C)nldV = Guwlm), ¥ne Vo, (L5)

bildet den Rahmen, der fiir alle elastischen und elastoplastischen Modelle gleich ist. Die Funk-
tionenrdume sind in Abschnitt 1.1 definiert. Das jeweilige Modell liefert die Spannung S und die
algorithmisch konsistente Tangente d¢S, welche fiir die Linearisierung,

/EC‘[n]:dCS:C‘[Au]dVJr/ 1s:é[n,Au]dv = Gm(n)f/ }S:C’[n]dv,
Q2 Q2 Q2

d(u)(n,Au) = L(n) —a(u)(n), V¥n eV, (1.6)
AhAuh = fh,

gebraucht wird. Bei (1.6) handelt es sich um die quasi-statische Formulierung. Die Schreibweise
mit der Semi-Bilinearform a und dem Funktional L dient dem besseren Verstédndnis. Das Glei-
chungssystem (1.6)3 wird fiir das Kontaktproblem verwendet.

Um zu Formulierungen zur Vermeidung von Locking zu gelangen, muf} zuerst die Impulsbilanz (1.5)
in ein Extremalproblem umgewandelt werden. Es wird die duflere Arbeit W, (u) = Gepe(u) —
fQ po0:v - udV und die innere Arbeit

Wint(u) = /Q v av, (L)

eingefiihrt. Die freie Energie ¥ steht neben der FlieBfunktion (C.137) im Zentrum der Material-
modellierung und hat je nach Modell eine verschiedene Liste an Argumenten, s. (3.1), (4.1) und
(5.10). Deshalb wird sie bei allgemeiner Verwendung ohne Argumente geschrieben. Im einfachsten
Fall der Elastizitit lautet sie ¥ = ¥U(C°(C(u))) = W(C®). Mit der Einschriinkung (C.56), dass
die inneren Variablen keine Funktionen von C sind, folgt mit S = 2dc¥ (C.57)

. 1 .
dWint(u) - = / deV : Cn)dV = / =S :C[n]dV. (1.8)
Q Q2
Damit ist die Impulsbilanz dquivalent zur Stationaritéit der Differenz

Wmt(u) — Wet (’U/) — stat. (19)

Mit der Einschrinkung (C.56) wird bereits an dieser Stelle die Entscheidung zur Diskretisierung
getroffen, die Impulsbilanz in ein globales Problem der Verschiebung und in lokale Probleme zu
staffeln. Die Formulierung als Extremalproblem ist die Voraussetzung fiir die Gemischte Formulie-
rung, die Enhanced-Strain- und die Enhanced-Gradient-Formulierung.

1.3 Kontaktproblem

Die Losung des Kontaktproblems ist unabhéngig vom numerischen Schema und den verwendeten
mechanischen Modellen. Es verlangt keine weitere Iterationsschleife. Das mechanische Kontaktmo-
dell ist der reibungsfreie Kontakt. Das Konzept erlaubt eine Erweiterung auf reibungsbehaftete
Kontaktmodelle.




1.3 Kontaktproblem

1.3.1 Aktivieren und Freilassen von Knoten
Das reibungsfreie Kontaktproblem wird durch die Bedingungen
d, < 0, fn <0, dnfn =0, ft =0 (110)

beschrieben, welche zusétzlich zur Impulsbilanz (1.5) zu erfiillen sind, s. Abb. 1.1. Die Kontaktkraft

Abbildung 1.1: Der Knoten (i) auf dem Rand des Gebiets Q wird aktiviert, wenn er durch das
Hindernis I" hindurch verschoben wird. In diesem Fall ist der Abstand zum Hindernis d,, > 0. Der
Knoten wird normal auf das Hindernis projiziert, so dass d,, = 0. Der Knoten bleibt aktiv, solange
die Kontaktkraft anpressend ist, also f,, = f(i) -n < 0. Im reibungsfreien Kontakt verschwindet
die Tangentialkomponente f; der Kontaktkraft. Ein aktiver Knoten kann in der Tangentialebene
gleiten. Mit der Tangentialverschiebung éndert sich auch die Tangentialebene.

f () im Knoten (¢) wird durch die entsprechenden Komponenten der rechten Seite des Gleichungs-
systems ApAuy, = fy, (1.6)3 geliefert.

Die Losung von (1.10) ist mit der Elastoplastizitéit verschriankt und wird in Abschnitt 8.3 in einem
Algorithmus berechnet, der als Operatorzerlegung verstanden werden kann: Zuerst wird mit einge-
frorener Elastoplastizitit das Kontaktproblem geldst und anschlieend mit eingefrorenem Kontakt
das Problem der Elastoplastizitéit. Wahrend des zweiten Teils konnen die aktiven Knoten in ihrer
Tangentialebene gleiten.

1.3.2 Projektion der Losung in den Tangentialraum

Die aktiven Komponenten des Verschiebungsinkrements Auy, werden nun in der lokalen Basis dar-
gestellt, welche von den Tangenten und der Normale des Hindernisses gebildet wird (s. Abb 1.2),

Die Normalkomponente in einem aktiven Knoten kann damit als Randbedingung zu Null gesetzt
werden, womit der Knoten die Tangentialebene nicht verlassen kann, jedoch in den Tangential-
verschiebungen frei bleibt. Die lokalen Projektionen P; werden zur globalen Projektionsmatrix P

Abbildung 1.2: Darstellung des Verschiebungsinkrements Au in der lokalen Basis der Tangential-
ebene des Hindernisses.

zusammengesetzt,
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P,
P = P; (1.12)

P,

wobei fiir aktive Knoten die Projektion P; = (g;,g2,95) (1.11) und fiir inaktive Knoten die Iden-
titét P; = 1 eingesetzt wird. Einsetzen von (1.12) in das Gleichungssystem AjAup, = f (1.6)3
erglbt Ay, PAuh = f;,. Es muf} ebenso die Testfunktion n; = Pm, projiziert werden, PTA, PAuh =
PTf,, womit anstelle von A,Auj, = f;, das System

AnAu, = f (1.13)

mit /Kh = PTA,P und ¥h = PTf, zu 16sen ist. AnschlieBend wird mit Auj, = P&Jh die Losung in
den kartesischen Raum zuriickprojiziert.

1.3.3 Lokale und globale Projektion

Bei (1.13) handelt es sich um die globale Projektion. Dank der speziellen Struktur von P kann die
Multiplikation der schwachbesetzten Matrizen PTA,P vor der Berechnung der Losung ausgefiihrt
werden. Die globale Projektion ist dennoch teuer und speicherintensiv.

Alternativ kann die Projektion (1.12) auch auf die lokalen Steifigkeitsmatrizen angewendet wer-
den. Dies geschieht in Abschnitt 6.4.2. Bei der MPI-Parallelisierung ergibt sich hier jedoch eine
Einschriankung an das Netz, weil die lokale Projektion in diesem Fall nicht auf hingende Kno-
ten angewendet werden kann. Die Zellen in einem Kontaktbereich miissen also jeweils die gleiche
Verfeinerungsstufe haben.

1.4 Volumetrisch-deviatorisch entkoppelte elastische Energie

Metalle plastizieren volumenerhaltend (C.104), es gilt also JP = 1 (C.33). Somit ist die Volu-
menénderung elastisch, J = J°. Deshalb ist es richtig, die volumetrisch-deviatorisch entkoppelte
elastische Energie

W(Ce) = UJ)+W(C") (1.14)

zu verwenden, in der die volumetrische Energie U nur von der Determinanten J¢ abhéngt, wahrend
2

die volumenerhaltende Deformation C° = J° "¥™ C® (C.109) allein in die deviatorische Energie

w eingeht. Diese Entkopplung ist die Voraussetzung dafiir, dass die Gemischte Formulierung aus
Abschnitt 2.1 angewendet werden kann. Unter Verwendung von (C.113) und (C.103) ergibt sich

AW (C®) = 9cU(J) + dceW(C®)
= U(J)Ie JC + Oz W(C) : 9o C° (1.15)

1 o1 *ﬁ ~ ~e
= §JeU/(Je>C +Je DEVCE—l[aéeW(C )]

Aufgrund der Eindeutigkeit der volumetrisch-deviatorischen Zerlegung (C.70) folgt




1.4 Volumetrisch-deviatorisch entkoppelte elastische Energie

(6]

DEV .1 [0c=W(C®)] = J° """ DEV_,1[05W(C")],
(1.16)

_ 1 -1
VOL .1 [0c= W (C®)] §p(Je)Ce ,

wobei p(J¢) = J°U'(J°) der Druck ist. Die Fliefifunktion (C.131) mufl so gewihlt werden, dass sie
das plastische Volumen JP =1 (C.104) erhélt. Damit gilt J = J°.
Der in dieser Arbeit verwendete volumetrische Anteil der Energie ist bei SIMO [60] zu finden,

UlJ) = ik(3J2—1-1oglJ), (1.17)

mit U'(J) = 2k (J —1/J), p(J) = JU'(J) = 2k (J? = 1) und U"(J) = 2k (1 +1/J%). £ ist das
Kompressionsmodul.

Um die Ableitung d¢S von S = 2dc¥ = 200V + FP'SFP (C.57) vorzubereiten, werden drei
Falle unterschieden.

1.4.1 Spezialfall |

Es gelte 9c¥ = 0 und dce ¥ = JceW (C.56). Es gilt also § = 20¢¥ = 20c-W. Dieser einfachste
Fall kommt bei der Elastizitit oder der Elastoplastizitdt ohne Enhanced-Gradient-Erweiterungen

vor. Aufgrund von C ™' = oL L (C.31) héngt der volumetrische Anteil von S allein von
der gegebenen Deformation C' ab:
S = 2dcU(C)=F" SF*
- (VOLCeq 5]+ DEV 1 [S]) FP

-7

— FP (p(J)Ce_ +DEVC,1[S]) FP (1.18)
= p())C™' + F* DEV_.[S]F"
= VOL.-1[S]+DEV,:[S]
mit
VOL -1 [S]

p()HC,
DEV,.1[S] ’ (1.19)

F? 'DEV . [S]FP .

(1.19)5 folgt aus (1.18) aufgrund der Eindeutigkeit der volumetrisch-deviatorischen Zerlegung
(C.70). (1.19)2 kann auch direkt gezeigt werden, siehe (C.73).

1.4.2 Spezialfall 11

Es gelte 9c¥ # 0 und Jge¥ = JgeW (C.56). Es gilt also § = 20ce¥ = 20c-W. Dieser zweite
Spezialfall umfasst die Enhanced-Gradient-Formulierung fiir die Schidigung (4.1). Weil der Term
2009 (C) hinzutritt,
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S = 2dcU(C)=20cV(C)+ F* SF*
= 20cT(C)+ FP (VOL 4o-1[8]+DEV 1 [S]) FP

-7

— 2009(C)+ F* ' (p(J)C* ' +DEV . 1[S]) F* (1.20)

= 20c¥(C)+p(J)C' + F* DEV 1 [S]F* ",

gilt die Zerlegung (1.19) nicht mehr.

1.4.3 Aligemeiner Fall

Es gelte OcV¥ # 0 und g W # JceW (C.56). Es gilt also § = 20¢e ¥ # 20c<W. Dieser allgemeine
Fall umfasst auch die Enhanced-Gradient-Formulierung fiir C®. Um die volumetrisch-deviatorische
Zerlegung nur auf die elastische Energie W anwenden zu kénnen, wird sie von der freien Energie
abgespalten,

Uy, = U-W. (1.21)

Die Spannung im allgemeinen Fall lautet also

S = 2dcU(C)=20cV(C)+F* SF*
— 2009(C) + FP (VOL (et 200 W) + DEV 1 [20c W] + 28Ce\112> Pl

= 200W(0) + PP (p(1)C°" + DEV .+ [200- W] + 2000 ) PP (1.22)

T

= 20c9(C)+p(YCH + F* (DEVCefl 20 W] + 28Ccl112> FPr

1.5 Algorithmisch konsistente Tangente

Es wird die auf die Flieffliche projizierte Spannung S nach der gegebenen Deformation C' ab-
geleitet. Dazu wird die Einschrénkung (C.56) aufgehoben. Damit iiberschreitet die algorithmisch
konsistente Tangente d¢ S die global-lokale Staffelung des Gesamtproblems, vgl. Abschnitt 1.2. Es
treten nun auch die Ableitungen dow der inneren Variablen nach C' auf, welche aufbauend auf
der elastoplastischen Riickprojektion in Abschnitt 3.5 berechnet werden. Die Ableitung d¢.S wird
in der Linearisierung der Impulsbilanz (1.6) verwendet. Die Herleitung wird in Abschnitt 6.2 fiir
weitere global stetige Variablen systematisiert. Fiir eine entkoppelte Energie (1.14) zerlegt sich

C = 2dcS (1.23)

in einen volumetrischen Anteil C¥° und einen deviatorischen Anteil C:

C = C+C,
c = 20¢ [p(J)C'], (1.24)
C = C-Cv.

Nur im Spezialfall (1.18) iibertrégt sich die Zerlegung (1.19),
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CY' = 200VOL,-1[8],
_ (1.25)
C 200DEV-1S].

Zuerst wird die algorithmische Tangente fiir eine allgemeine elastische Energie in Abschnitt 1.5.1
hergeleitet. Die Anderungen, welche sich aus der volumetrisch-deviatorisch entkoppelten Energie
(1.14) ergeben, werden in Abschnitt 1.5.2 beschrieben. C'° hingt allein von der gegebenen Defor-
mation C' ab und wird deshalb unabhéngig von der Elastoplastizitéit in Abschnitt 1.5.3 behandelt.

1.5.1 Unzerlegte Tangente
Die vollstéindige Ableitung von S = 20cV + F* 'SFr (C.57) lautet

deS:C = 20%2,9:C

+ {chP‘l : C] SFr " 4 FP'S [chP‘T :C} + PP [ch' : C‘} o7 (120)
Es werden der zweite und dritte Term mit G (A.8) zusammengefasst,
PP [G . do FP - C] L {chP’l :(’J} SFr ' +F* 'S [chP*T : C} . (1.27)
Die vollstéindige Ableitung im letzten Term in (1.26),
dcS = 008+ 0,8 0dcw, (1.28)

unterscheidet sich, je nachdem ob C° oder F? als innere Variable (3.22) verwendet wird. Beide
Fille werden unten ausgefiihrt. Die vollstindige Ableitung (1.26) lautet also

. 1~ . . —1 — — . —T
dcS:C = SC:C=202c0:C+F (905 +0.50dow+G:doF?) : C| F* . (129)

Es wird (1.29) ohne C' geschrieben,
1

5C = 202U+ F oF" o(0cS+9,80dow + G dcFP),
1 5 11 _ _ (1.30)
i(cijkm = 20tcW)ijim + FY, Fj, (0cS+0,80dow +G : doFP)
wobei sich die Verkiipfung o in der ersten Zeile aus der indizierten Darstellung erklért.
FP? als innere Variable
Mit der Wahl w = (FP, B) (3.22) lautet (1.28)
ch’ = 805’ + 8wS’ odow,
805 = 80651_800 ) . (1'31)
) S, o BCeS : QFPC
w - aBS )

wobei dcC* (C.39) und dprC® (C.119) gegeben sind. dew wird in Abschnitt 3.5 berechnet. Im
elastischen Fall verschwindet dow. Es bleibt in der runden Klammer in (1.30) also nur d¢.S stehen.
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C° als innere Variable

Mit der Wahl w = (C¢, B) (3.22) verschwindet dcS. (1.28) lautet

ch = 8WS' odow = aCeS' 1 dcC° + 835’ :deB. (1.32)

dew wird in Abschnitt 3.5 berechnet. Die vollstéandige Ableitung deF? in (1.30) muss fiir das
Residuum (3.16) aus FP = exp (Ayds¢) FP bestimmt werden, was ebenfalls in Abschnitt 3.5
geschieht. Fiir das Residuum (3.21) ist F® konstant und damit dgFP = 0. Im elastischen Fall
verschwinden dow und do FP. In diesem Fall wird die innere Variable C°® mit der Konstanten FP
in der Form C° = FP CFP (C.32) geschrieben. Wie in (1.31), gilt dcS = ¢S = 0ceS : 0o C°.

1.5.2 Deviatorische Tangente

Die deviatorische Tangente C (1.24)3 unterscheidet sich von der unzerlegten Tangente C (1.30)
durch eine Ersetzung von S im gesamten Abschnitt 1.5.1 entsprechend den Féllen in den Ab-
schnitten 1.4.1, 1.4.2 und 1.4.3.

So muf in den Spezialfiillen (1.18) und (1.20) S = 29¢-¥ durch DEV .- [S] ersetzt werden. Im all-

gemeinen Fall (1.22) muf8 S durch DEVCG—I [200e W] +20ce Uy ersetzt werden, wobei Wy = W —W.
Nur im einfachen Spezialfall (1.18) folgt aus der Ersetzung, dass S zu DEV -1 [S] wird.

1.5.3 Volumetrische Tangente

Durch die Ersetzung ist in (1.18), (1.20) und (1.22) jeweils der Term p(J)C ™' iibrig geblieben.
Dieser Term héngt allein von der gegebenen Deformation C' ab und ist somit im elastischen und
im plastischen Fall gleich. Nur im Spezialfall (1.18) gilt VOL-1[S] = p(J)C~*. Die volumetrische

Tangente C¥* kann mit dcC~ " = —I -1 (C.118) angegeben werden,
Ccv = 20c (p(J)CY) =2p'(J)C M ded — 2p(J) -1, (1.33)

wobei p'(J) = J2U"(J) + JU'(J). Es wird C'* zerlegt,

Cvol _ (Cvol(l)_"_(Cvol(Q)7
cv!'® = oy (NCrded =p'())JC e CT, (1.34)
Cv!® = _op()) I

Diese Zerlegung bereitet die Gemischte Formulierung in Abschnitt 2.1.4 vor, bei der statt .J eine
Mittelung J verwendet wird, womit doJ # doJ = %JC_1 (C.103).

1.6 Eine Hierarchie der entkoppelten elastischen Energie

In dieser Arbeit wird eine deviatorische elastische Energie w (1.14) verwendet, welche quadratisch
in C° (C.109) ist. Es wird der zweite Term der isotropen Energie (C.64) gewé#hlt, um zu einer
moglichst einfachen und plausiblen Form zu gelangen:

~ ~e ~e

W(C) = uE :E =uhL(E). (1.35)

~ e

Fiir eine anisotrope Energie kann W(C ) = &(Ee) (C.49) genommen werden. Fiir eine hierar-
chische Modellierung kann im Fall der isotropen Elastizitét die Darstellung in der Hauptachsenbasis
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erfolgen, s. Abschnitt 1.6.1. Fiir die anisotrope Elastizitdt bleibt die allgemeine Darstellung in
Abschnitt 1.6.2.

1.6.1 Bemerkung. Gibt es eine Hierarchiestufe zwischen diesen Modellen? Es bietet sich die
St.- Venant-Kirchhoff-Energie W4d(C®) = Iy(dev[E°]) (C.67)2 an, bzw. die anisotrope Form

Wauwad(C®) = (E®) (C.49). Statt DEV]S] = 28ceW(Ce) lautet der Deviator der Spannung nun
dev[8] = 20¢e Wauad(C®).

Fiir den Unterschied zwischen groflen und kleinen Verformungen ist die Wahl von U(J) (1.17)
oder U(tr[E®]) (C.67); entscheidend. Es wird deshalb an U(J) festgehalten. Die Kombination von
U(J) mit Wq““d(Ce) bedeutet jedoch eine inkonsistente Modellreduktion, weil die volumetrisch-
deviatorische Zerlegung nicht mehr korrekt ist. Dieses Modell dient als Negativ-Beispiel: Es sollen
keine Modelle verwendet werden, die zwar eine Vereinfachung enthalten, sich jedoch nicht mehr
sauber herleiten lassen.

1.6.1 Isotrope Elastizitat

Wenn die elastische Energie W isotrop ist, so kann das lokale Problem in der Basis der Hauptachsen
formuliert werden. Details zur Formulierung in den Hauptachsen sind bei SIMO [60] zu finden. Zu
C° werden die Eigenwerte A} und die Eigenvektoren IN 4 (C.18) bestimmt,

C° = J aim C° hat die gleichen Eigenvektoren wie C°. Es gilt also A3 = \3.J i Aufgrund
der Tsotropie ist T eine Funktion der Eigenwerte von C°, also W(C®) = W ()\%). Bei der Ableitung

der Energie bleiben die Eigenvektoren unverédndert,

3 3
— e d _
20c-W(C) = 23 3 ZaNa®Na=) SaNa®Na, (1.36)

33 &
— 0 ds
202 W(C) = ZZ(L\%NAQ@NA@NB@NB‘F
A=1B=1 B
3 3 (1.37)
154-—S8
+ZZ5)\1247)\QBNA®NB®(NA®NB+NB®NA)-
= A~ AB

Beispiel

Es wird die Energie (1.35) verwendet, welche mit E = %(6’e —1) und C° = J Tam C° ausmulti-
pliziert wird,

—~ ~e 1

~e ~e __4 &2 1 2 e Ndim
W(E) = uE - E :u{4J Taim tr [C }—§J "dimtr[C]+‘1}7 (1.38)

und weiter mit tr [Cez} = J2(C®) — 2J5(C®) (C.16)s, J1(C®) = tr[C°] und J? = J3(C°) in den
Hauptinvarianten (C.16) und (C.17) von C° dargestellt wird:

—~ 1 -2 1 —ii Ndi
W(E") = W(Ai>=u{4J3 s [ = 2n) - 5, d“"J1+‘Z’”}- (1.39)

Die Eigenwerte von DEV[S] lauten Sa = 20,2 W(A\}).
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1.6.2 Anisotrope Elastizitat

Es wird nun der Fall betrachtet, dass die Hauptachsen nicht mehr wie in Abschnitt 1.6.1 kommutie-
ren. Die Ursache kann eine anisotrope elastische Energie (C.49) sein. Im Vorgriff auf die Schidigung
in Abschnitt 3.6 kann auch ein Schidigungstensor B Anisotropie induzieren, W= 17[//(66, B). Zur
Kombination beider Fille siehe Abschnitt 3.7. Im Vorgriff auf die Elastoplastizitdt sei bemerkt,
dass auch eine anisotrope FlieSfunktion (C.131) bei isotroper elastischer Energie dazu fiihrt, dass
die Hauptachsen nicht kommutieren. Fiir alle diese Fille muf§ der Deviator der Spannung (1.36)
und die Tangente (1.37) in allgemeiner Form bestimmt werden,

1 -
5C = 202 W(C°, B),
(1.40)
1 d 2 T e
§(C = 205,-W(C°, B),
und im Spezialfall des deviatorischen Anteil der Energie W(ée, B) (1.14):
1~ s o e
§(C = 20ec-W(C ,B),
(1.41)
1=, 5 e
5@ = 20pW(C ,B).

Die erste Ableitung von 1% (1.14), siehe (C.113), wird erneut hingeschrieben, wobei nun und {iber-
all in diesem Abschnitt zur besseren Ubersicht C = C° geschrieben wird:

1

Ndim

0W(C) = 0zW(C):dcC = J 7am (I - —cC'g C) L 9 W (O). (1.42)

Die zweite Ableitung (1.41)y wird in die Terme %(E‘i und %@g verlegt:

PReW(C) = i(’ée = Oc {J‘nﬁzm (I n; c! ®c>} :9zW(C)
T (1 - nl C ' C) L 02 W(C) 1 9cC (1.43)
dim

1 ~e 1 ~€
== Z(Cl + ZCQ
Einsetzen von dcC (C.113) ergibt fiir den zweiten Teil

1

Ndim

~ 4 1 —_
C5 = 4J mam (I— c! ®C> :3%5W(C): (I—

Ndim

C® Cl> (1.44)

Dabei ist H in (C.113) mit den letzten beiden Indizes von 5%6W gegeben. Entsprechend folgt die

Reihenfolge C @ C~! in der zweiten Klammer. Es ist nicht sinnvoll, (1.44) auszumultiplizieren.
Mit dcC~* = I,-:(C118), K =DEV[dcW] und H = 0zW(C) folgt fiir Cy:
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1.6 Eine Hierarchie der entkoppelten elastischen Energie

~ 1 ~ ~ 2
C; = 40c¢ [(I - cC'® C) C0sW(C)JT "dim]
dim
4] T 1 AT e
- A e (H — cl(C: H)) wot -y, (c'wC):H (1.45)
Ndim Ndim Ndim
2 4] i
= - K®Cil+J7d(Icfl(H:C)—C*@H).
Ndim Ndim

Unter Verwendung von (C.70):

2

cs = - KgC!
Ndim
__2 1
4+ T — (Icl(H :C)-C '®DEV[H]-C'® —(H : C)Cl>
) dim ) dim (146)
—1 —1
= - Kl ——C "®K
Ndim Ndim
2 1 1 1
+ J maim (H:C) (Ip-1 — cCeC .
Ndim dim

Damit ist die deviatorische elastische Tangente C® = C§+C¢ (1.41), im allgemeinen Fall bekannt.

11



1 Elastizitét
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2 Vermeidung von Locking

In der primalen Formulierung der Impulsbilanz sind die Ansatzridume fiir den volumetrischen und
den deviatorischen Anteil der Deformation nicht korrekt gewéhlt. Deshalb kommt es zu einer un-
physikalischen, numerisch bedingten Versteifung des Materials, dem Locking. Dieses zeigt sich auch
in der Bildung von netzabhéingigen Mustern in der Spannung.

Zur Vermeidung von Locking muss der Ansatzraum des volumetrischen Anteils verkleinert und
der des deviatorischen Anteils entsprechend vergrofiert werden. Es werden drei verschiedene Me-
thoden beschrieben: die Gemischte Formulierung, die Enhanced-Strain- und die Assumed-Strain-
Formulierung. Die beiden letzten bilden zusammen die Solid-Shell-Formulierung.

Bei der Gemischten Formulierung wird der volumetrische Anteil des Ansatzraums durch eine Mitte-
lung verkleinert. Bei der Enhanced-Strain-Formulierung wird der deviatorische Anteil des Ansatz-
raums vergrofert, indem zusétzliche Moden eingefiigt werden. Die Assumed-Strain-Formulierung
filtert ungewiinschte Moden heraus und gléittet so die Deformation.

Die drei Methoden lassen sich untereinander kombinieren. Insofern laden sie dazu ein, Modell-
hierarchien zu bilden. Es ist jedoch keine Lokalisierung wie bei der Schidigung zu beobachten.
Stattdessen geht das Locking von groflien Teilen des Gebiets aus, so dass eine adaptive Modellwahl
wenig sinnvoll erscheint.

2.1 Gemischte Formulierung

Die Gemischte Formulierung reduziert das Volumen-Locking. StMO [60] formuliert diese Methode
in der Momentankonfiguration. Hier wird sie in der Referenzkonfiguration geschrieben.

In der Gemischten Formulierung wird der Ansatzraum des volumetrische Anteils der Deformation
verkleinert, wodurch sich der Ansatzraum des deviatorischen Anteils entsprechend vergréBert. Ubli-
che Paarungen der Ansatzriume sind Py— Q1 (konstant-bilinear) oder P; —Qs (linear-biquadratisch).
Eine gemischte Formulierung mit der Paarung Q1 — Q2 fithrt zu keiner Verbesserung. Die Paarung
Py — @, erfiillt zwar nicht die inf-sup-Bedingung, ist jedoch die einzig mogliche Wahl, wenn kein
quadratischer Ansatz verwendet werden soll. Die folgende Diskretisierung fiithrt auf eine primale
Formulierung, in der die lokalen Steifigkeitsmatrizen angereichert werden. Es ist also kein Sattel-
punktproblem zu lésen.

In Abschnitt 2.1.1 wird ein Lagrange-Funktional eingefiihrt, um iiber die Nebenbedingung den An-
satzraum der volumetrischen Deformation veréindern zu kénnen. Aus den Euler-Lagrange-Gleich-
ungen in Abschnitt 2.1.3 folgt als wesentliches Resultat, dass die Gemischte Formulierung nur
den volumetrischen Teil der Spannung verdndert. Dieser wird in Abschnitt 2.1.4 fiir die Paarung
Py — @ diskretisiert. Der Abschnitt 2.1.5 dient dazu, die Allgemeinheit der Methode fiir hohere
Ansétze zu zeigen.

2.1.1 Lagrange-Funktional

Die Deformation C wird in der Form C = J7aim C zerlegt, wobei C unimodular (C.109) ist. Die
volumetrische Deformation ist also in J enthalten, wihrend C die volumenerhaltende, also devia-
torische Deformation beschreibt. Um nun J verédndern zu konnen, wird zuerst eine Formulierung
gesucht, in der sich J durch ein beliebiges J ersetzen 1i8t. Dazu wird der Tensor

C = JuamC =(J)J) 7w C 2.1)

13



2 Vermeidung von Locking

eingefiihrt, welcher die Eigenschaft det(C) = J? besitzt. Aus der Bedingung J = J folgt wieder
C = C. Es soll nun J eine zellweise Mittelung von .J sein. Dies wird iiber eine Nebenbedingung
in schwacher Form erreicht. Die spezielle Form der Mittelung wird durch die Wahl der Funktio-
nenrdume in der schwachen Formulierung festgelegt.

Mit (1.9) ist bekannt, dass die gesuchte Lésung u aus einem Extremalprinzip folgt, also aus der
Stationaritit der Differenz aus innerer und duflerer Arbeit,

Wint(w) — Wezie(w) — stat. (2.2)

Damit kann der Lagrange-Formalismus angewendet werden, um die Nebenbedingung einzubinden.
J wird in der Form J = exp(#) mit § € R parametrisiert, damit stets J > 0 gilt. Mit der Neben-
bedingung log(J) = 6 wird (2.2) zum Lagrange-Funktional

G(u p) = V(C(u 2 p(lo u)) — — Wert(u stat.
£ 0.p) = [ WC w0+ V2V + [ pllogTw) ~O)aV ~ Werw) > stat. (23

erweitert, wobei C° = C°(C, F?) (C.32). Es erhilt nur der Teil der freien Energie das Argument
C° anstelle von C°, welcher auch volumetrisch-deviatorisch zerlegt ist. Weil dies nur W ist, wird die
Zerlegung U = W + W, (1.21) verwendet. Aus der Stationaritiit folgt J = J und damit C° = C°.
(2.3) ist also dquivalent zu (2.2). In den Abschnitten 2.1.4 und 2.1.5 wird der Raum fiir J und p
eingeschrinkt, wodurch diese Aquivalenz nicht mehr gilt.

2.1.2 Vorbereitung der Euler-Lagrange-Gleichungen

In diesem Abschnitt wird die Ableitung von C° nach u so umgeformt, dass sie weder C* noch J
enthilt. Dazu wird C° wird mit J = exp(6) in der Form

C(u,0) = (exp(f))maim C° = (QXI‘)}(G))_“’”’" c® (2.4)

geschrieben. Die Ableitung nach w,
— e 2 ~e - e
0uC (u,0)-m = (exp(f)) aim Oc=C : C"[n], (2.5)

wird geméf (C.113) von links mit dem symmetrischen Tensor H verjiingt, woraus sich

H:0,C°(u,0) - n = <e)q)‘](9)>%mDEVCe_1[H]:Ce[n] (2.6)

ergibt. C°(u, ) (2.4) abgeleitet nach 6 ergibt
e 2 J o\ maim 2 e
0C (u,0) = — | ——== C°=—C (u,b). 2.7
R e =) (w0 (2.7
Die elastische Energie (1.14) zerlegt sich in der Form

~ €

W(C* = UWJ)+W(C). (2.8)

Es ist in diesem Abschnitt mit dem Deviator DEV stets der Deviator DEV oot gemeint, und nie
der Deviator DEV -1, siehe hierzu die Invarianz (C.71). In Analogie zu (1.15) ergibt sich fiir C*
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2.1 Gemischte Formulierung

0o W(C®) = —JU'(J)C®  +J 7w DEV[9z W (C)),

DEV[0eW(C®)] = J 7am DEV[9zW(C)).

N =
—~
o
=}
~—

Es wird nun (2.6) mit H = 0z W (C®) verwendet und dann (2.9), eingesetzt:

Do W(C°) : 0,C°(u,0) -1 — <']>_WDEVCC1[8CeW(Ce)]:C’C[n]

T
— J 7w DEV[0gW(C)] : ¢ ] (2.10)
= J 7w F? DEV[0zW(C)F?  : C[n].

Diese Gleichung wird im n#chsten Abschnitt verwendet.

2.1.3 Euler-Lagrange-Gleichungen

Es werden nun die Euler-Lagrange-Gleichungen zu (2.3) bestimmt, welche sich durch Ableiten
nach u, § und p ergeben. Unter Verwendung von (C.103) folgt aus (2.3) die erste Euler-Lagrange-
Gleichung (9, L(u, 8,p),n) mit der Testfunktion i € V, wobei (2.10) eingesetzt wird,

OuLym) = /aCL C* (u,6)) : C°[n ]+dc‘1f2:C[n]+lﬁCﬁ:C’[n]dV—Gem(n)

= /2{2dcx1/2+J i P DEV [28CPW< )] FP*TWC*};C[WV (2.11)
Q
_Gemt(n)a

mit Gept(n) = [ duVext - 7 dV. Die zweite Gleichung lautet mit (2.7) und (1.16),

(9oL (w,0,0).0) = /Q [

= /Q[p(j)—ﬁ}qdvzo, Vg € L*().

200-1W(C(w.0) € (w0) ~ | 4V
Ndim

(2.12)

Der Lagrange-Multiplikator p ist ist also im Integralmittel gleich dem Druck p(J) = J U'(J). Die
dritte Euler-Lagrange-Gleichung ist die schwache Formulierung der Nebenbedingung J = J:

OpL(.0.5).0) = [ oa(I(w) = 0lpaV =0, Vi e 12(@). (2.13)
Die geschweifte Klammer in (2.11),
S = pC~'+2dcVs + J 7w FP 'DEV [285eW(ée)} 2 (2.14)

unterscheidet sich von S (1.22) allein im Druck p, welcher p(J) ersetzt. Dieses ergibt sich aus
2dcVy = 200V + FP 200 UsFP  (C.57) und (1.16);. Damit ist (2.11) die Impulsbilanz (1.5)
in der Gemischten Formulierung. Die Gemischte Formulierung verédndert also allein den Teil der
Spannung, welcher aus dem volumetrischen Anteil U(.J) der elastischen Energie stammt, wihrend
der Rest der Spannung unveréndert bleibt.
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2 Vermeidung von Locking

2.1.4 Diskretisierung des volumetrischen Terms

Wie bereits in Abschnitt 2.1.1 angekiindigt, wird nun in (2.13) der Raum fiir # und die Testfunktion
1 verkleinert. Dies geschieht, indem die zellweise konstante Mittelung fiir K € T, (1.3),

= ﬁ/}(log(J)dV (2.15)

verwendet wird. Fiir den Lagrange-Multiplikator p und die Testfunktion ¢ erfolgt in (2.12) keine
Einschriankung. Damit ist p = p(J) mit J = exp(f) bekannt. Diese Mittelung entspricht der
Paarung der Ansatzriume Py — Q1 (konstant-bilinear). Dies wird im Abschnitt 2.1.5 fiir hohere
Ansitze deutlich werden.

Fiir die Ableitung von J ergibt sich unter Verwendung von (C.103) und (C.106)

J = duJ-n=dcJ:Clnl =T (0)dc0: Cn]

- e 7i . _ T (2.16)
_ K|/ Ljc ”dv‘|K/Kd ] av = J dv [n)

mit

div [n] == |K|/ div[n (2.17)

Es wird die Zerlegung (1.34) angewendet, und statt fiir C = 2d¢S wird in der Linearisierung der
Impulsbilanz (1.6) das erste Integral [, 3C[n] : dcS : C[Au]dV nur fiir C™'W = 25 (J)C 80
ausgefiihrt, wobei (2.16) verwendet wird:

/Q%C’[n]:%(CVOI(l):C’[Au]dV _ K;/ Lom: ¢ (DoeT : Claudv
= / C C1 ’(j)jE[Au] av (2.18)
KeTn
=S KT @ ] @ (A
KeTy

Der zweite Teil von C' lautet C''?) = —25(.J)I-1.

2.1.5 Diskretisierung des volumetrischen Terms fiir hohere FE-Ansdtze

In Abschnitt 2.1.4 wurde der Spezialfall Py — Q1 behandelt, bei dem J zellweise konstant ist. Nun
wird der allgemeine Fall von Paarungen P, — Q41 mit k£ > 0 hergeleitet. Erst mit der Paarung

— )2 wird die inf-sup-Bedingung erfiillt. Auch wenn es aus mathematischer Sicht die korrekte
Losung ist, hohere Ansétze zu verwenden, so spricht doch der numerische Aufwand dafiir, Methoden
mit bilinearem Ansatz zu bevorzugen. In diesem Abschnitt wird also eine Vergleichsmethode fiir
andere Verfahren bereitgestellt. Auflerdem wird gezeigt, dass der Spezialfall aus Abschnitt 2.1.4
im allgemeinen Fall enthalten ist.

Es werden die Bezeichnungen an einem Spezialfall erklért: Fiir die Paarung P; — Q2 lautet der
Vektor der Ansatzfunktionen I' = (¢1(©), ¢2(©), ¢3(0), p4(O)), © = (01,02, 03), mit $1 (@) =1—
01—02—03, $2(O) = 01, $3(O) = 02 und ¢4(O) = O3 auf der Einheitspyramide mit den Eckpunkten
®, =(0,0,0), ®; =(1,0,0), ®3 = (0,1,0), ®4 = (0,0, 1). Der Punkt auf der Einheitspyramide ©
wird auf den Punkt X (@) = X1 +(X2—X1)01 +(X35—X1)02 = X1 +TO der geometrischen Zelle
transformiert. Die Projektion zuriick auf die Einheitspyramide lautet @(X) = T~'(X — X ;). Eine
Veranschaulichung liefert Abb. 2.1. Fiir den allgemeinen Fall Py, — Q41 erhoht sich entsprechend
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2.1 Gemischte Formulierung

®1 ®2

Abbildung 2.1: Im zweidimensionalen Raum wird der Fall P; — @2 beschrieben: Fiir den biquadra-
tischen Ansatz (Q2) wird die quadratische Einheitszelle auf die physikalische Zelle abgebildet. Fiir
den bilinearen Ansatz (P1) wird das Einheitsdreieck @1 — ®3 — @3 mit ®; = (0,0), ®2 = (1,0),
®, = (0,1) auf das Dreieck X1 — X2 — X3 abgebildet. Die Koordinaten der Einheitszelle sind
©® = (61,0,), die der physikalischen Zelle sind die kartesischen Koordinaten X = (X7, X5). Die
Abbildung des Einheitsdreiecks lautet X (®) = X1 + (X3 — X1)0; + (X3 — X1)0 = X1 + TO.
X (©) bildet also das Einheitsquadrat auf ein Parallelogramm ab. Um die Ansatzfunktionen
I' = (61(0),¢2(0),93(0)) = (1 — 0; — 02,01,02) auswerten zu konnen, mufl der (Quadratur-)
Punkt X auf der geometrischen Zelle zuvor mit der Umkehrabbildung ©(X) = T~ (X — X ;) auf
das Einheitsdreieck transformiert werden. ®(X) kann auch aulerhalb des Einheitsquadrats liegen.

die Anzahl der Ansatzfunktionen. Mit dem Vektor der Unbekannten o der gleichen Dimension wie
I" kann nun eine Funktion ¢ € Py auf der geometrischen Zelle beschrieben werden:

I(X) = ITOX))a=I"a. (2.19)

Es wird nun die Funktion ¥ € Ly(K) lokal auf die Funktion ¥ € Py(K) projiziert. Multiplikation
von (2.19) mit I" von links und Integration iiber die Zelle K,

/I‘I‘TadV = {/ I‘I‘TdV}aHa/ r9dv, (2.20)
K K K

und Auflésen nach «,
a = H' / Iy dy, (2.21)
K
liefert die Projektion ¥ der Funktion ¥
9 = TTa=T"H! / T dv. (2.22)
K

Fiir die Paarung Py — Q1 ist ¥ das Integralmittel (2.15):

1
_ a:m/KﬁdV. (2.23)

Fiir J (2.15) ergibt sich die Projektion
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2 Vermeidung von Locking

J = exp [rTH—1 / I‘log(J(u))dV] ) (2.24)
K
Der Druck p(J) wird ebenso projiziert:

e — 7
5-TTH /K Tp(J) dv. (2.25)

Fiir die Paarung Py — @1 ergibt sich mit I' = 1 die Gleichung p = p(J). p soll ein Element aus Py
sein. Die Projektion (2.25) ist erforderlich, weil p im allgemeinen keine lineare Funktion ist. Fiir
die Ableitung von (2.24) nach u ergibt sich mit d¢J (C.103) und der Divergenz (C.106), vgl. fiir
den speziellen Fall (2.16),

dyJ -m = J{I‘TH_I/KI‘}éjc_l:C[n]dV]

B - (2.26)
= J {I‘THI / T'div [n] dV] = J div[n]
K
mit der projizierten Divergenz
div[n] = FTH*l/ Tdiv [n] dV. (2.27)
K
Die Ableitung von p = p(J) lautet mit (2.26)
p(J) = dup(J) - Au=p'(J)d,J - Au = p/'(J)J div[Au]. (2.28)
Es soll gezeigt werden, dass fiir die Projektion (2.22) folgende Symmetrie gilt:
/ JdivgldV = / v ] V. (2.20)
K K
Es folgt der Beweis:
/ Idiv [n]dV = / [I‘TH_l / | N7 dV} div [n] dV
K K K
= / 91T dV/ H~'Tdiv [n] dV
K K
(2.30)

— /K ﬁ{FT /K H™'Tdiv ] dV] v

_ /Kﬂ[rTﬂl/Krdiv[n] dV] dV:/KﬂE[n]dV.

Im Schritt von der ersten zur zweiten Zeile wird das innere Integral vor das duflere gezogen, und
r"H'T wird entsprechend transponiert: r"H Y(Tp) =T pH'T. O
Es gilt ebenso wegen 9 = J

/Kédiv[n]dv _ /Kqédﬁ[n]dv. (2.31)

Es wird von (2.18),
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2.2 Solid-Shell-Formulierung

Clnl: 0c [p(HCT]: Clau] = Clnl: €5 ()T div[Au] + Cn] : pcC™" : ClAu), (2.32)

ausgegangen, wobei jedoch
Cln] : dc (p())C'] ClAu] = 2div[n)p+ Clnl: pocC~' : C[Aul. (2.33)

geschrieben wird, vgl. (2.28). Der erste Term der rechten Seite wird integriert: Es gilt nach (2.31)
mit (2.28)

2 [ vy = 2 [ pavimlav =2 [ ()] 3 pd s dv (234)

Fiir den einfachen Spezialfall mit p(J) = p und Konstanten unter dem Integral ist dies wieder
genau (2.18).

2.2 Solid-Shell-Formulierung

Wenn die Enhanced-Strain- und die Assumed-Strain-Formulierung beide fiir die Geometrie einer
Schale modelliert werden, so bilden beide zusammen die Solid-Shell-Formulierung.

In einer Modellhierarchie sorgt die Enhanced-Strain-Formulierung fiir besonders grofle Unterschiede
im numerischen Aufwand, weil sie bei einem bilinearen Ansatz fiir die Verschiebung zwingend eine
quadratische Quadraturformel verlangt. Es ist also in 3™4im statt in 2"4im Quadraturpunkten das
lokale Problem zu lsen (nq;m = 2 oder 3). Die Assumed-Strain-Formulierung hingegen funktioniert
auch bei einer linearen Quadratur.

2.2.1 Enhanced-Strain-Formulierung

Bei der gemischten Formulierung in Abschnitt 2.1 wurde der Ansatzraum fiir die volumetrische
Deformation verkleinert, um dem Volumen-Locking entgegenzuwirken. Bei der Enhanced-Strain-
Formulierung hingegen wird der Ansatzraum der deviatorischen Deformation vergroffert. Dies ge-
schieht, indem zellweise zusétzliche lokale Freiheitsgrade eingefithrt werden, welche bei der Assem-
blierung eliminiert werden, so dass die Dimension der globalen Steifigkeitsmatrix nicht verdndert
wird. Diese Methode geht auf SiMO & RIFAI [61] zuriick. Eine Darstellung findet sich bei APEL
[3].
Es wird C(u) additiv um den symmetrischen Tensor zweiter Stufe Cr = B®*[a] ergénzt, welcher
linear von einem Vektor zellweise konstanter Parameter a € R™t  hier: ny,; = 5, abhéngt:

C(u) — C(u)+DBa)]. (2.35)

Wenn alle Ny,; = m X ny,: Parameter auf den m Zellen des Netzes 7} gemeint sind, so wird
a € RMint geschrieben. B® enthilt die Abbildung J der Einheitszelle auf die jeweilige Zelle im
FE-Netz, vgl. Abb. 2.2,

Ji _ * _
Bla] = (7 )Cxlal(J5" ), (2.36)
wobei Jy den Zellmittelpunkt abbildet und J die Quadraturpunkte. J und Jy sind die Determi-

nanten. B®* wird in jedem Quadraturpunkt gebildet. Die Modellierung von C7;,
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2 Vermeidung von Locking

91&1 91@4 + 92(15 O
Cgla] = bras + b2as5 020z 0 , a=la1,a2,a3,a4,a5)", (2.37)
0 0 Oza3

ist durch die Bedingung er C%la] dV = 0 eingeschrinkt. 6 sind die Koordinaten der Einheitszelle.
In (2.37) sind zusétzliche Schermoden nur in der Schalenebene eingefiigt. C g 148t sich in der Form
(CE)km = D1 BSS .a; darstellen.

Mit dem Lagrange-Formalismus wird nun eine Formulierung gewonnen, bei der das Inkrement des
Parameter-Vektors a zellweise eliminiert wird, so dass weiterhin allein die Verschiebung u die Un-
bekannte des globalen Problems bleibt. Ausgangspunkt ist die Stationaritéit der Energie (1.9),

Wint(u) — Wege(u) — stat., (2.38)
in der C' ergénzt wird, und die Nebenbedingung C'r = B°*[a] hinzugefiigt wird,

L = / U+ S: (B*a] — Cg)dV — Weue(u) — stat., (2.39)
Q

wobei S als Lagange-Multiplikator dient. Die freie Energie ¥ (1.7) ist nun eine Funktion von
C(u) + Cg statt von C(u). Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

(0csL,Cp) = [o(dc¥ —38):CpdV =0, VC s € Rnaim Xnaim |
(asﬁ’ § ) = [y (B*[a] - Cp): SdV =0, VS € RiaimXnaim o)
(0uL.a) = Yyer, Jic S B®laldV =0, Va € RNint,
OuLsm) = Lker Jxde¥: Cw)n]dV — Geyric(n) =0, ¥n € V.

Aus der ersten Gleichung folgt S = 2dc¥ (C.57), aus der zweiten die Nebenbedingung. Die vierte
ist die Impulsbilanz. Die dritte Gleichung sagt, dass die Spannung auf dem Weg der zusétzlichen
Deformation fiir beliebige Parameter a keine Arbeit leisten darf.

2.2.1 Bemerkung. Bei APEL [3] wird diese Bedingung erfillt, indem Bes symmetrisch konstru-
iert wird und S zellweise konstant ist. Letzteres kann bei bilinearen Ansdtzen und nichtlinearen
Spannungs-Dehnungs-Beziehungen nur ndherungsweise erfillt werden. Hier kommt also eine Un-
gewissheit ins Spiel. Im Gegensatz dazu ist diese Bedingung bei dieser Formulierung hier Teil des
Gleichungssystems.

(2.40)3 und (2.40)4 werden nun linearisiert. Dabei wird in Vorbereitung der Assumed-Strain-
Methode C(u,a)[n] = B[n] (C.37) geschrieben. Aus Symmetriegriinden wird der Faktor % ein-
gefiigt:

9k (u,a;a) = %/ S(B*[a] + C(u)) : B*[a]dV = a’R,, Va € R"",
K
AgK('Uz, a; d, Au, Aa) = (aagK7 Aa) + (8u9K7 A’U,)
L[ pesial. 95 . mesingl 4 BIAWD dV (2.41)
— 5 [ Bl 2 (Blad + Blaw)

= C_LTKaaAa +a’ KedAuy,

und
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2.2 Solid-Shell-Formulierung

fuam) = [ 3S(Bla)+ Clw) : Bin] dV = Geovi(n) = i R
Af(u,a;n,Au,Aa) = (Ouf,Aa)+ (0uf, Au)
1 A8 mesin A Lo & A (2.42)
- /K%[] oo (B [Aa] + BlAw)) + 38 - Cln, Au]dV
= niKawla + nj KegAuy,.

(2.41) und (2.42) liefern das auf der Zelle K lokale System

R + KaaA KadA = 0,
+ a+ KegAup (2.43)
Rg + KgaAa + KggAuy,, = 0,
aus dem Aa = —K 'R, — K 'K qAuy, eliminiert werden kann, so dass sich das lokale Gleichungs-
system
(Kad — KaaKoa Kaa) Aup, = —Ry+ KoK, R, (2.44)

ergibt, welches zum globalen Gleichungssystem AjpAujy, = f, assembliert wird. Die Matrizen K;}
und K,4 und der Vektor R, miissen fiir jede Zelle gespeichert werden, um Aa aus der Losung des
globalen Gleichungssystems Auy, zu berechnen.

Im néchsten Abschnitt wird zusétzlich B durch B?® (2.56) ersetzt.

2.2.2 Assumed-Strain-Formulierung

Die Assumed-Strain-Formulierung geht auf DVORKIN & BARTHE [21] und BATHE & DVORKIN 8]
zuriick. Die hier aufgefithrte Methode wurde von BETSCH & STEIN [11] entwickelt. Weitere Dar-
stellungen befinden sich bei ULz [69] und APEL [3]. Hier geht es darum, die Methode besonders
iibersichtlich und systematisch darzustellen, so dass sie sich in den Kontext dieser Arbeit einfiigt.
Dazu erfolgt die Beschrinkung auf kartesische Koordinaten.

Bei der Assumed-Strain-Formulierung werden parasitéire Deformationen unterdriickt, indem ein-
zelne Komponenten von C' auf der Einheitszelle durch Mittelwerte ersetzt werden. Dazu wird die

E’ Eass //' C, Cass

Abbildung 2.2: J bildet die Einheitszelle auf das FE-Netz ab. Aus dieser unverformten Lage,
der Referenzkonfiguration X, bildet F' in die Momentankonfiguration & ab. j = F'J bildet die
FEinheitszelle auf die verformte Lage ab.

Deformation C aus der Referenzkonfiguration auf die Einheitszelle zuriickgezogen, s. Abb. 2.2. Auf
der Einheitszelle fallen die Komponenten von C mit den Normal- und Tangentlalrlchtungen der
Schale zusammen. Auf der Einheitszelle werden einzelne Komponenten von C = j J =Jr'cJg
durch Mittelwerte aus der Schalenmittelebene ersetzt. Die so erhaltene Deformation C**(C) wird
zuriick in die Referenzkonfiguration transformiert, C**(C) = J~7 C**J~*. Die Abbildung C**(C)
ist linear in C. Die Komponenten 33, 13, 31, 23 und 32 von C*’° in den Quadraturpunkten des
Volumens gq;, (hohle Kreise in Abb. 2.3) werden mit ein- und zweidimensionalen Ansatzfunktionen
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3 6 4
® = ]
o 0, o
i | L61 3
o o
® = ®
1 5 2

Abbildung 2.3: Dargestellt ist die Mittelebene der Einheitszelle. Die Daten C' und J werden in
den Quadraturpunkten des Volumens (projiziert auf hohle Kreise) und in den Eck- und Seiten-
mittelpunkten der Mittelebene bestimmt. Die 33-Komponenten werden aus den vier Eckpunkten
mit zweidimensionalen bilinearen Ansatzfunktionen in den Projektionen der Volumenquadratur-
punkte (hohle Kreise) interpoliert und diesen zugeordnet. Die 13- und 23-Komponenten werden
entsprechend mit eindimensionalen Ansatzfunktionen aus den Seitenmittelpunkten ermittelt, siehe
(2.45).

NZP und N3P aus den entsprechenden Komponenten von C in den Punkten I = 1,...,8 (gefiillte
Kreise und Quadrate) bestimmt. Psq,, projiziert den Punkt g, auf die 12—Mittelebene, P1P3q,, ist
die weitere Projektion auf die 2-Achse. Die Komponenten 11, 12, 21 und 22 in der Schalenebene
bleiben unveréndert:

4
~as ~1
Css3(q,) = Z C33NiP (Psqy,),

=1

N

Cislay) = Z C13NP (PiP3gqy.),

=5 (2.45)
Cylar) = Z CosNi” (PaPsgy,),

=7
C’ZZ(qk) = Cab(qk)7 a< 37 b< 3a

wobei C3; = C7; und C5;, = Ca;. Diese Abbildung 18t sich in der Form

ng+8
C¥(qy) = Y Pi,:C(g,), k=12...n (2.46)
m=1

zusammenfassen, wobei ng die Anzahl der Quadraturpunkte im Volumen einer Zelle ist. Im Fall
der Modellierung (2.45) gilt P%%, = 0 fiir m # k und m < ng. Die Darstellung (2.46) zeigt durch
ihre allgemeine Form den vorhandenen Spielraum zur Modellierung auf. Dabei werden alle Kollo-
kationspunkte, also die Quadraturpunkte und die Punkte auf der Mittelebene, durchnummeriert.
Die Abbildungen zwischen den Konfigurationen lassen sich mit Tensoren vierter Stufe darstellen:

c = Jf'csg=1,:cC,

—~as — —~as 2.47
c* = J'Cc¥y'=1,.:C". (2:47)

Zusammen mit (2.46) lautet die Abbildung der Assumed-Strain-Methode
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2.2 Solid-Shell-Formulierung

ng+8
C*(q,) = Z Py, I1s(q,):Ca,,), k=1,2,...,n4 (2.48)

deren Schreibweise nun zusammengefasst wird:

ng+8

Cas(q) _ Z AP - C(P)’ q=1,2,... ) Ng.- (249)
p=1

p und ¢ sind die Indizes der Kollokationspunkte. A héngt allein von der Geometrie der Zelle und
der Interpolation (2.45) ab. Die modifizierte Deformation C’as(q) im Quadraturpunkt ¢ ist also eine
lineare Funktion der Deformation C® in allen Kollokationspunkten p der Zelle. Diese Abbildung
wird der Einfachheit halber in der Form CaS(C) geschrieben. Im unverformten Zustand gilt im
Allgemeinen C*°(1) # 0. Deshalb lautet die gesuchte Abbildung C**(C) = C***(C)+1—-C"*’ (1),
welche C**(1) = 0 erfiillt. Es braucht die Konstante

c* (1) (2.50)

also nur einmal fiir jeden Quadraturpunkt berechnet werden. In der Linearisierung f 4+ Af :=0
der Impulsbilanz (1.6) wird C' durch C**(C) ersetzt,

1 as -, as
fluim) = 25(0 ) C ] dV — Gear (),
as as - s as 251
Af(u;n, Au) = / ~c” dS(C?aS ). C [Au]dV —l—/ %S(C"‘S) :C [n, Au]dV. (251)
Q
Es miissen also die ersten beiden Ableitungen von
c* = C¥(CO) (2.52)

nach der Verschiebung u bestimmt werden. Dazu werden zuvor die entsprechenden Ableitungen
von C (C.37) im Kollokationspunkt p angegeben,

Ndofs
CPAu] = Z BY Au; = B[Au],
. Ndofs Ndofs (2.53)
C,g’:i[Au,n] = Z Z kaz]Aulnﬂ - G[Au7n]’

wobel ngofs die Anzahl der Freiheitsgrade auf der Zelle bedeutet. Einsetzen in (2.49) liefert die
gewiinschten Ableitungen

ng+8

C‘aS(q)[Au] _ Z AP - Au], ¢=1,...,n4,
nq+8 (2.54)
C’ZZi(Q)AUi = Z Aabkm kmzAuH g=1,... » N i=1... »Ndofs

und
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ng+8
c” (q)[Au] = Z AP C'(p)[Au], g=1,...,n4,

p=1

s (2.55)
C"as.(.q)Au-n- = Zqu G Aumi, q=1,....n5 i=1,....0d0fs;] = 1,...,Ndofs-
abij AN abkm T kmij 2175 ) s gy ) ) ofsy] ) s Nldofs

p=1

Die vorhandenen Symmetrien wurden in der Darstellung nicht beriicksichtigt. Es miissen also die
Deformation C und ihre Ableitungen (2.53) in den Quadraturpunkten und den 8 zusitzlichen
Punkten aus Abb. 2.3 gebildet werden. Aus diesen setzen sich dann die modifizierte Deformation
C?® und ihre Ableitungen in den Quadraturpunkten zusammen. Wenn in (2.54) und (2.55) die
Summationen ausgefiihrt werden, so ergibt sich

Ndofs

CH DAy = 3 B2 (@ Au; = B*[Au],
=1
. ndofb. ndofs (2.56)
Cr@aun = > 3 GEAun, =G [Au,n)
i=1 j=1

Die Anwendung der Assumed-Strain-Formulierung bedeutet also, dass (2.53) durch (2.56) ersetzt
wird.

2.3 Gemischte und Enhanced-Strain-Formulierung

Es werden die Gemischte und die Enhanced-Strain-Formulierung vereinigt. Die gegenseitige Durch-
dringung und Verflechtung der beiden Formulierungen entsteht aus der Fortfithrung der den For-
mulierungen innewohnenden Methoden.

2.3.1 Lagrange-Funktional
Es werden das Lagrange-Funktional fiir die Enhanced-Strain-Formulierung (2.39),
L = /Q\I/ + 5 : (B*¥[a] — Cg)dV — Wezi(u) — stat., (2.57)
und das Lagrange-Funktional fiir die Gemischte Formulierung (2.3),
L(u,0,p) = /QW(C’e(u, 0)) + o dV + /s)ﬁ(log(J(u)) —0)dV — Wegi(u) — stat. (2.58)

vereint. Es werden also beide Nebenbedingungen hinzugefiigt und C durch C' + Cg, ersetzt. Dabei
wird C° = C°(C, F”) (C.32) verwendet:

E(CE,S7a7u79,;5) = /W(CQ(C(C+CE,9),FP)+\I/2dV
Q
+ /Q S : (Ba] - Cp)dV (2.59)

+/ p(log(J(C + Cg)) — 0)dV — Weui(u) — stat.,
Q
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2.3 Gemischte und Enhanced-Strain- Formulierung

2.3.2 Euler-Lagrange-Gleichungen

Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die Enhanced-Strain-Formulierung (2.40) und die fiir die Ge-
mischte Formulierung in Abschnitt 2.1.3 ergeben folgendes Resultat: Die Spannung aus der Ge-
mischte Formulierung (2.14),

S = HC'+2deWy + J T FP DEV {2@%(6%} P (2.60)

ist mit C durch C + B®*[a] ersetzt in den Gleichungen (2.41) und (2.42) einzusetzen.

2.3.3 Diskretisierung des volumetrischen Terms

Es wird nun die Ableitung J (2.16) fiir die Abhéngigkeit J(u,a) = J(C(u) + B**[a]) ausgefiihrt.
Es wird analog zu (2.16) verfahren. Die Ableitung von J = exp(f) mit § = ﬁ S log(J(w,a)) dV
(2.15) lautet

J o= duJ m+d. a=dol: (C[n} +BeS[a]) = J'(0)dc - (C[m +Bes[&])
T Ly o geslall L - (& Blal) dv — J (@ i (2.61)
= K/ 7 [C +B**[a]] ( [n] + [a]) = J (@iv [n] + divs [a])
mit
@] = o [ 5 (C+B e v,
(2.62)

Jivpla) = %/K%(C%%[a})* B (@] AV

Wie schon in (2.18) wird die Zerlegung der volumetrischen Tangente (1.34) angewendet, und statt
fiir C = 2dcS werden (2.41) und (2.42) nur fiir CV'M = 25/(J) (C 4+ B**[a])” " 0¢J ausgefiihrt.
Dabei wird (2.61) verwendet:

5 [ Gl 500 s (Clau) +B(Aa)) av
= ;K; /KC[n] H(C+B[a])” §/(J)] (div[n] + divg [a]) dV (2.63)
= K;h K5 (J)J div [n] © (div [n] + divg [a])

und
: /Q Befa) : S0 (Olau] + B[Ad)) av
- ;K;h [ Bl (0 + B lal) ™ ()T (@ o + v fa]) v (2.61)
= K;h \K|p/(J)J divg [a] ® (div [n] + divp [a]) .

Durch die Gemischte Formulierung lauten die Beitriige von CV'Y) zum Gleichungssystem (2.43)
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2 Vermeidung von Locking

MKy W Aw, = |K|p/(J)J div[n] @ div[Au],

nfK M Aa = |K|p/(J)T div [n] © divs [Aal,

a’K oV Aw, = |K|p(J)Jdivp @) @ div [Aul, (2:65)
a"K'VAa = |K|p/(J)Jdivg[a] @ divg [Aal.

Die erste Gleichung (2.65); ist wieder (2.18). Die Beitriige von C'"? = —2j5(J)I -1 (1.34) zum
Gleichungssystem (2.43) lauten mit I»-1 (C.118)

vo 1 T
nEK P aw = < [ (Bl o Bla]av.
K
. L
MK P e = < [ Bl T B8]V,
" (2.66)
aTK D A, = 7% / ST)B[a] : Tor : B[Au]dV,
K
a"KY' D Aa = —% / p(J)B%[a] : Io-1 : B®*[Aa] dV.
K

Die restlichen Beitrége zum Gleichungssystem werden entsprechend von der deviatorischen Tan-
gente C (1.24) geliefert.

2.4 Numerischer Vergleich der Formulierungen

Es werden die primale, die gemischte und die Enhanced-Strain-Formulierung (Abschnitt 2.2.1) bei
der Berechnung einer Schale miteinander verglichen, wobei alle Methoden auch mit der Assumed-
Strain-Formulierung aus Abschnitt 2.2.2 kombiniert werden.

Als erstes zeigt sich, dass es bei allen drei Formulierungen zur Bildung netzabhingiger Muster
in der Losung kommt, welche durch die Kombination mit der Assumed-Strain-Formulierung fast
vollsténdig verschwinden.

Neben der Musterbildung ist Locking der zweite grofie Aspekt: Die gemischte Formulierung oder die
Enhanced-Strain-Formulierung verringern die Steifigkeit der Schale auf in etwa ein Drittel, wobei
die Assumed-Strain-Formulierung fiir eine weitere Reduzierung sorgt (Abb. 2.9 und Tab. 2.1).
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2.4 Numerischer Vergleich der Formulierungen

V. Mises Vergleichsspannung

Abbildung 2.4: Eine Schale in Form einer Halbkugel ist in ihrer Schnittebene unverschieblich gela-
gert. Von oben wird ein Hindernis in Form eines Torus abgesenkt. Die Schale mit Radius » = 1 hat
die Wandstérke 0.025r. Um Verzweigungsprobleme (Durchschlagen, Beulen) zu umgehen, erhilt
die Schale in der unverformten Lage glatte Ausbuchtungen der Tiefe 0.05r, die links im Schnitt
mit einer Kugel erkennbar sind. Aufgrund der Symmetrie wird nur ein Viertel der Halbkugel be-
rechnet. Auf den Schnittflichen sind Symmetrierandbedingungen gegeben. Die Schale ist iiber die
Wandstarke mit nur einer FE-Zelle vernetzt. Der Torus wird so weit abgesenkt, bis sein Mittel-
punkt gleich dem Mittelpunkt der Kugel ist. Anschliefend wird der Torus wieder angehoben. Diese
Schritte sind rechts zu sehen.

Abbildung 2.5: Dargestellt ist die Verformung nach Entlastung fiir die primale Formulierung ohne
(links) und mit (rechts) der Assumed-Strain-Formulierung. Die von-Mises-Vergleichsspannung zeigt
links stark ausgeprigte netzabhangige Muster, die rechts kaum noch vorhanden sind. Auf dem Rand
jeder Zelle sind mit vier Vierecken jeweils gleicher Farbe die Werte in den 8 Quadraturpunkten der
Zelle dargestellt. Diese Darstellung hebt die Musterbildung besonders hervor.
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2 Vermeidung von Locking

Abbildung 2.6: Dargestellt ist die Verformung nach Entlastung fiir die gemischte Formulierung
ohne (links) und mit (rechts) der Assumed-Strain-Formulierung. Das Ergebnis unterscheidet sich
stark von dem in Abb. 2.5. Die Assumed-Strain-Formulierung verhindert auch hier die Bildung von
netzabhingigen Mustern.

Abbildung 2.7: Dargestellt ist die Verformung nach Entlastung fiir die FEnhanced-Strain-
Formulierung ohne (links) und mit (rechts) der Assumed-Strain-Formulierung. Die Enhanced-
Strain-Formulierung erfordert eine Quadraturformel dritter statt zweiter Ordnung. Auf jeder Zelle
gibt es also 27 statt 8 Quadraturpunkte. Entsprechend feinteiliger ist das Muster links, welches
rechts nahezu vollstdndig unterbunden wird.

Abbildung 2.8: Es werden die Losungen der gemischten Formulierung (links) aus Abb. 2.6 und der
Enhanced-Strain-Formulierung (rechts) aus Abb. 2.7, beide in der Assumed-Strain-Formulierung,
verglichen. Beide Losungen werden in der gleichen Farbskala dargestellt. Deshalb sind die Farb-
kontraste links gegeniiber denen in Abb. 2.6 schwicher. Das Netz aus dem rechten Bild ist links
magentafarben dargestellt.
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Resultierende Presskraft (Vertikalkomponente)

0.004
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Abbildung 2.9: Es werden fiir alle Formulierungen die Kréfte berechnet, welche das Hindernis auf
die Schale ausiibt, und iiber der Zeit aufgetragen. Die gemischte Formulierung und die Enhanced-
Strain-Formulierung bewirken, dass die Presskraft stark reduziert wird. Es liegt nahe, dass hier das
Phénomen des Lockings zu beobachten ist. Es zeigt sich, dass die Presskraft durch die Assumed-
Strain-Formulierung weiter verkleinert wird.

Methode H Mittlere Presskraft | Zeit des Losens | Zeit der Assemblierung
Primal 3.00 0.85 0.08
Primal und A. S. 2.82 0.97 0.29
Gemischt 1.18 0.88 0.07
Gemischt und A. S. 0.76 1.11 0.27
Enhanced Strain 1.30 0.78 0.44
Enhanced Strain und A. S. 1.00 1.00 1.00

Tabelle 2.1: Es wird links die iiber die Zeit gemittelte Presskraft aus Abb. 2.9 dargestellt, wobei die-
se auf die letzte Zeile bezogen wird. Ebenso werden die relativen Zeiten dargestellt, welche fiir das
Assemblieren und Losen der Gleichungssysteme gebraucht werden. Die Gleichungssysteme haben
fiir alle hier betrachteten Formulierungen die gleiche Dimension. Es fillt auf, dass die Assumed-
Strain-Formulierung eine Verschlechterung des Losungsverhaltens bewirkt. Bei der primalen und
der gemischten Formulierung vervierfacht die Assumed-Strain-Formulierung die Zeitdauer der As-
semblierung. Der hohe Aufwand fiir die Enhanced-Strain-Formulierung liegt darin begriindet, dass
nun in 27 statt 8 Quadraturpunkten je Zelle das lokale Problem zu l6sen ist.
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3 Elastoplastizitat

Die Modellierung in der Elastoplastizitit erfolgt iiber die Erweiterung der freien Energie und
einer entsprechenden Fliefunktion. Nach einem einheitlichen Verfahren ergibt sich ein Satz an
Evolutionsgleichungen, welche auf ebenso systematische Weise gelost werden. Fiir die hierarchische
Modellierung ergeben sich drei verschiedene Typen:

e Die freie Energie und die Fliefunktion werden um weitere unabhéngige Variablen ergénzt,
die jeweils zu einer zusétzlichen Evolutionsgleichung fithren.

e Die einzelnen Bestandteile der freie Energie und der Fliefunktion werden in ihrer Qualitét
hierarchisch modelliert. So kann die Flieifunktion isotrop oder anisotrop sein. Das Schadi-
gungspotential kann linear oder quadratisch sein.

e Die inneren Variablen werden in ihrer Dimension reduziert. So wird der Schidigungstensor
zweiter Stufe B durch einen Skalar ersetzt. Statt des unsymmetrischen plastischen Deforma-
tionsgradienten F? wird der symmetrische Tensor C° als innere Variable verwendet.

Die rdumlich unstetigen inneren Variablen neigen zur netzabhéngigen Instabilitdt, weshalb erst
durch zusétzliche nicht-lokale Methoden ein brauchbares Ergebnis erzielt wird.

3.1 Hierarchie aus Modelleigenschaften

Die freie Energie ¥ (1.7) und die FlieBfunktion ¢ (C.137) kénnen von weiteren inneren Variablen
abhingen. Naheliegend bieten sich hier die kinematische Verfestigung o* und die Schidigung B
an. Auf diese Weise entsteht eine Hierarchie von Modellen, wobei jedes Modell durch eine be-
stimmte Kombination von Eigenschaften gekennzeichnet ist. Diese grundsétzlich offene Hierarchie
von Modellen wird systematisch formuliert. Innerhalb dieses Konzepts sind alle inneren Variablen
unstetig im Raum.

Es wird die freie Energie um das isotrope Verfestigungspotential 7 (C.140) und das kinematische
Verfestigungspotential Z (C.143) ergéinzt. Die elastische Energie W (1.14) erhilt als weiteres Ar-
gument die Schiadigung B:

U(C®, B,a,a") = W(C® B)+H(a)+IZ(ab). (3.1)

Aus der Ungleichung der Dissipation Dy, = %S C -0 folgen die konjugierten Variablen

S = 20c-W,

A = —9gW,

Q" = 0,1, (3.2)
q = _daH(O‘)7
Dint = X:LP+q¢a+Q%:aX+A:B>0.

Die FlieBfunktion (C.137),

6 = Iy (dev [2 - Qk]) + Barla(Q%) — n2y%(,a) + p(A, B) <0, (3.3)

erlaubt ebenfalls eine weitere Modellierung. Der zweite Term bewirkt die nach Armstrong-Frederick
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benannte séttigende kinematische Verfestigung. (A, B) ist das Schiidigungspotential. ngS kann wei-
terhin isotrop oder anisotrop sein. Aus der Minimierung des Lagrange-Funktionals £ = —D;,,; +~¢
ergeben sich die Evolutionsgleichungen

L? =059, & =706, B=70a¢, & =700. (3.4)

Die Kuhn-Tucker-Bedingungen treten hinzu:

$»<0, v>0, ¢y=0. (3.5)

3.2 Hierarchie aus Isotropie und Anisotropie

Ist sowohl die elastische Energie W (1.14) als auch die FlieBfunktion ¢ (C.137) isotrop, so kommu-
tieren X und C° (C.9). In diesem Spezialfall der isotropen Elastoplastizitiit kann die Diskretisierung
in der Basis der Hauptachsen (C.18) erfolgen. Diese Formulierung wird in Abschnitt B ausgefiihrt.
Die Kommutation bewirkt, dass der plastische Spin WP (C.42)5 verschwindet. Daraus folgt DP =
sym [C°LP] = C°LP (C.42);. Einsetzen von D? und der Evolutionsgleichung L = y9x¢ (3.4)1 in

C=F" [CC + 2Dp} FP (C.43) und Umstellen nach C° fiihrt auf die Evolutionsgleichung

C° = FP (CO)CF® ' (C°) —2C°v0x6. (3.6)
Als innere Variable wird nun C° verwendet. Es werden nun zwei Modellreduktionen durchgefiihrt:
In der ersten Reduktion wird die Abhéngigkeit FP(C°) abgeschwiicht, indem FP* als Konstante
betrachtet wird,

C° = F* CF ' —2C%0%0, (3.7)
die am Ende eines Zeitschritts aktualisiert wird. Dadurch verandert sich der Charakter des numeri-
schen Schemas hin zu einer Fixpunktiteration. In der zweiten Modellreduktion wird zur anisotropen
Elastoplastizitéit zuriickgekehrt. Damit gilt WP # 0. Es wird nun jedoch als entscheidender Mo-
dellierungsschritt WP vernachliissigt. Die Symmetrie muss wieder eingefiigt werden:

C° = FP 'CF* - 2sym [C059). (3.8)
Damit ist das Modell fiir eine schwach ausgeprigte Anisotropie gerechtfertigt. Die Vorteile des
Modells liegen in der Symmetrie der inneren Variablen und im vereinfachten Schema.

3.3 Diskretisierung der Evolutionsgleichungen

Die Evolutionsgleichungen (3.4) werden in der Zeit diskretisiert und als Residuum R, = 0 ge-
schrieben. Neben der Modellreduktion (3.8) wird die Evolutionsgleichung L? = v95¢ (3.4)1 in drei
weiteren Varianten diskretisiert. Alle Varianten enthalten eine lineare Diskretisierung in der Zeit.
Eine Hierarchie ergibt sich nicht trotz unterschiedlicher Anséitze und unterschiedlichem numeri-
schen Aufwand.

Die Evolutionsgleichung B = v9a ¢ (3.4)3 wird mit einer linearen Approximation der Zeitableitung
B~ (B,;1 — B,)/At als Residuum geschrieben,

RB = Bn+1 - Bn - A78A¢ =0. (39)

Ebenso wird die Evolutionsgleichung & = fyanqu diskretisiert.
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3.3 Diskretisierung der Evolutionsgleichungen

Die Evolutionsgleichung & = v9,¢ (3.4)2 hat eine Ausnahmestellung und wird deshalb sofort dis-
kretisiert, a, 41 — o, = YAt 9. Fiir die spezielle Fliefifunktion (C.136) lautet 0,0 = ngy, fiir die
allgemeine FlieBfunktion (C.137) hingegen

Oyp(a) = 2’1135(0'}/ —q) = 2niy(@,a). (3.10)

In beiden Fillen ist das Inkrement des plastischen Multiplikators

Ap+1 — On
Ay = ~FyAt= ———
) ) 9 () (3.11)

mit der isotropen Verfestigung (und der Temperatur) gegeben.

Wenn das Schiidigungspotential ¢ oder der Séttigungsterm in (C.137) unter das Quadrat geschrie-
ben wiirden, so hinge J,¢ von weiteren Variablen als © und « ab. Damit wére die Staffelung (s.
Abschnitt 3.4) des lokalen Problems nicht mehr moglich.

3.3.1 Evolutionsgleichung direkt

Anstatt die Losungsfunktion der Differentialgleichung F b= vOs¢F? (3.13) zu bestimmen und
diese dann zu diskretisieren, kann die Differentialgleichung direkt diskretisiert werden:

Rpr = FP, — F? — Ayds¢F® = 0. (3.12)

3.3.2 Mit Exponentialfunktion und F? als innerer Variable
Die Evolutionsgleichung L? = v0x¢ (3.4); mit LP (C.41) wird in der Form

p

F’ = ~0g¢FP (3.13)

geschrieben. Die Losung (C.93) dieser Evolutionsgleichung lautet

Pt = oo [ ()0l dr ) FP(e). (314)

a(1) = Tap+1 + (1 — 7)ay, ist gegeben. Die Diskretisierung des Integrals erfolgt, indem die Flie§3-
funktion zum Zeitpunkt ¢, 19 ausgewertet wird. Das diskrete Residuum lautet also

Rpr = F% —exp(Avy.0s9) FP =0, (3.15)

wobel Ay, = (o — o) /Ogd(cw).

3.3.3 Mit Exponentialfunktion und C° als innerer Variable

Zu (3.15) gibt es eine gleichwertige Alternative, in der statt F' die innere Variable C° ist. Dazu
wird zuerst (3.15) in der Form F%, = eF} geschrieben. Mit (C.29) folgt F, = FLFY = FeF? und
weiter F*Fg1 = Fie. F* = F*Ff;1 enthiilt gegebene GroBen. Umstellen liefert F; = F** e~ 1.
T T
Daraus ergibt sich die Gleichung C¢ = e TF** F*e ! = e TC*e™! mit C** := F** F* =
-T —1
F? C_F? . Das Residuum lautet also

Ree = C°—e TC™e ' =0. (3.16)
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3 Elastoplastizitét

Diese Gleichung enthilt keine Modellreduktion in Bezug auf (3.15). Im Gegensatz zur Modellierung
(3.6), bei der die Abhéngigkeit FP(C°) unbekannt bleibt, ist FP(C°) = e(C°)F? hier gegeben.

3.3.4 Abspaltung des plastischen Spins

Es wird die Gleichung C = F* {Ce + 2Dp} F?® (C.43) nach D? := sym [C°LP] (C.42) umgestellt
und auch WP := skew[C°LP] als weitere Gleichung hinzugefiigt:

sym [C°LP] = % (FpiTC'Fpi1 — Ce> = vysym [C°Osd],
N (3.17)
asym [CeF FP? } = ~asym [C°Osd].

Es wird nun nicht C° als innere Variable verwendet wie in Abschnitt 3.2, sondern stattdessen FP.
Damit gibt es keine Modellreduktion in Bezug auf die Rotationen. Das Residuum lautet

- —1
Bew — Riow \ _ F? (Cuy1 —Cn)FY _,E 1 ;CZ) — 2A7N 4 ~0. (313
d Ropin axial [CS(FD,y — FR)FY — Aq My ]  (3.18)

wobei Ny, = sym [C°Ox¢] und My = asym [C°0s¢)].

3.3.5 Vernachlassigung des plastischen Spins
Es wird die Evolutionsgleichung (3.8) diskretisiert:

c° = F*CFP - 2ysym [C°Os¢]. (3.19)
Als innere Variable wird nun C° vggwendet. FP wird als Konstante modelliert. Die lineare Diskre-
tisierung an der Stelle n +9 mit C = C§ — C;, und C = C, — C,, lautet

C; = C —2Av,.sym [C.0s9) (3.20)
mit der Konstanten C** = FP (C, — C’n)FIf1 + C;, und mit Ay, = (. — o) /0gd(a). Das
Residuum lautet

Rce = CP+2Av.sym [Closgp] — C** = 0. (3.21)

3.4 Systematische L6ésung der lokalen Probleme

Es wurde gezeigt, dass sich je nach Modellierung und Diskretisierung eine Anzahl von Residuen
ergibt, wobei neben Rpr oder R fiir jede weitere innere Variable B, a. .. ein weiteres Residuum
Rp, R,x...(3.9) hinzutritt. Zusammen mit ¢ = 0 (3.5) ist nun das lokale Problem gegeben. Im
elastischen Fall vereinfacht sich die Rechnung (1.29). Deshalb ist mit dem lokalen Problem immer
der plastische Fall gemeint.

Es wird nun gezeigt, dass sich das lokale Problem auf einheitliche Weise in einem zweistufig
gestaffelten Newton-Verfahren 16sen lidsst. In Abschnitt 6.2.1 befindet sich weitere Darstellung
in Matrix-Vektor-Schreibweise. In Abschnitt 6.2.3 wird eine Alternative mit einem einstufigen
Newton-Verfahren beschrieben. Es werden die inneren Variablen in der Form

w=(FP B,a¥,...) bzw. w=(C%B,a",...) (3.22)
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3.5 Algorithmisch konsistente Tangente

zusammengefasst. Die Residuen werden in einen Vektor geschrieben,

Rpr oder Ree
R, = Rp =0. (3.23)
R

Als zweites Residuum tritt die Fliefunktion
Ry(a) = ¢=0 (3.24)

hinzu. Fiir jeden Newton-Schritt auf der oberen Stufe zur Losung von (3.24) ist zuvor (3.23) mit
gegebenem A~y (3.11) zu l6sen, wobei in diesem Newton-Verfahren auf der unteren Stufe zur Be-
rechnung eines jeden Inkrements dw = — (8wa)_1 o R, ein Gleichungssystem zu l6sen ist, welches
fir w = (F?, B, o) ausgeschrieben

1

OFP anRFp 8BRFP 8akRFP Bl Rpv
B = - anRB 8BRB 8akRB o RB (3.25)
5ozk 8Fp Rak 83 Rak dxk Ro(k Rak

lautet. Mit der Losung w, welche (3.23) erfiillt, wird nun das Inkrement da = —(doRy) ' Ry be-
rechnet, wobei die Linearisierung

daR¢ = 8QR¢ + 8WR¢ od,w (3.26)

lautet. Zur Berechnung von d,w ist ein weiteres Gleichungssystem mit der Matrix aus (3.25) zu
16sen,

dow = —(0uR,) '00,R., (3.27)

wozu die vollstindige Ableitung (C.128) verwendet wird. Diese darf angewendet werden, weil die
Voraussetzung R, (w) = 0 erfiillt ist.

3.5 Algorithmisch konsistente Tangente

Die algorithmisch konsistente Tangente wurde in Abschnitt 1.5 eingefithrt. In der Schreibweise
(1.30) lautet sie

1 -1 -1 _ _
5C = 206cV +FP oF® o (0cS+0,50dcw+G:dcFP). (3.28)

Es wurden bereits die Fille w = (FP, B,a¥,...) und w = (C°, B, X, ...) unterschieden. Es wer-
den nun die vollstindigen Ableitungen dow fiir beide Félle gemeinsam berechnet. AnschlieSend
werden die Unterschiede erldutert, welche sich aus der Verwendung von FP oder C° als innerer
Variable ergeben. Die folgende Herleitung findet sich in Abschnitt 6.2.2 in groferer Allgemein-
heit. Dort erfolgen alle Operationen, die hier nur symbolisch dargestellt sind, als Matrix-Vektor-
Operationen. dgF? bzw. doC° und deB in (3.28) sind die ersten beiden Zeilen der vollstédndigen
Ableitung

dew = OJcw + dow R doa

a=konst. C=konst. w=konst.

(3.29)

Die einzelnen Terme werden tiber die vollstédndige Ableitung (C.128), d,y = — [d, f}_l 00, f, er-
halten. Voraussetzung dafiir ist, dass die Residuen verschwinden, also R,, = 0 (3.23) und Ry = 0
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3 Elastoplastizitét

(3.24). Damit ist festgelegt, dass w und « die Losung des lokalen Problems sein miissen. So ergibt
sich die folgende erste Zeile mit den Entsprechungen C' — x, R, — f und w — y aus (C.128):

How . = — [8wa]71 o0cR, | Analogie: C — =z, R, — f, w—uy,
a=konst.
daw‘c k = - [awa]_l o 8aRoJ a— Z, RUJ - f7 w— Y, (330)
=konst.
dcoz‘ 5 = - [daR¢]_1 ch¢ C — €, R¢ — f, a— Y.
w=konst.

In der ersten Zeile muf} eine Folge von Gleichungssystemen gelost werden, aus deren Losungen sich
Jow zusammensetzt. In der zweiten Zeile ist d,w bereits als Losung des Gleichungssystems (3.27)
gegeben. In der dritten Zeile ist do Ry (3.26) bekannt.

3.5.1 FP als innere Variable

Wenn F?® als innere Variable verwendet wird, so gilt in (3.30)3

dCR¢ = dceR¢ : [acce + 0 C° : ach} + 8BR¢ :0cB + aakR¢ : aCOfk
= deeRy: 0cC® + 0,Ry 0 Ocw (3.31)

w=konst.
wobei dow (3.30)1 bekannt ist. dcC° (C.39) und 9pr C° (C.119) sind gegeben. dc FP in (3.28) ist
die erste Zeile von dow.
3.5.2 C° als innere Variable
Wenn C*° als innere Variable verwendet wird, so gilt dc R4 = 0 und damit in (3.30)3

dCR¢ = 8WR¢ o Bcw. (3.32)

Die vollstidndige Ableitung do F® in (3.28) muss fiir das Residuum (3.16) aus F* = exp[Ayds @] FY
bestimmt werden,

dcF? = O, ,FPodow + 0,F® ® doa. (333)

Fiir das Residuum (3.21) ist F® eine Konstante und damit de F* = 0.

3.6 Schadigung

Die Schidigung ist in mehrfacher Hinsicht fiir eine hierarchische Modellierung interessant:

e Bei der Reduktion der tensor- zur skalarwertigen Schidigung wird der Schidigungstensor
zweiter Stufe aufgespalten, so dass ein konstanter Tensor und ein Skalar als neue innere
Variable entsteht.

e Die elastische Energie und das Schidigungspotential kénnen in linearer, quadratischer oder
hoherer Potenz von der Schiadigungsvariable abhéngen. Dies ist ein Beispiel dafiir, wie ein-
zelne Terme der freien Energie und der FlieSfunktion in unterschiedlicher Qualitédt modelliert
werden konnen und dadurch eine Hierarchie von Modellen bilden.

e Das Material wird nur in kleinen, im Voraus unbekannten Bereichen stark geschéidigt. Eine
solche Lokalisierung eignet sich besonders fiir eine adaptive Modellwahl.
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3.6 Schidigung

e Die Schiidigung verlangt nach weiteren Modellen bei Materialerweichung (s. Abschnitt 4)
und Materialversagen. Das macht sie zu einem aussichtsreichen Anwendungsgebiet.

3.6.1 Tensorwertige Schadigung

Die elastische Energie W (C®) (1.14) erhilt als weiteres Argument den symmetrischen Schidigungs-
tensor zweiter Stufe B. Aus der elastischen Energie W (C®, B) ergibt sich die konjugierte Schidi-
gungsvariable A = —9gW (C®, B) (3.2)3. Wird stattdessen die skalarwertige Schidigungsvariable
b verwendet, so lautet die elastische Energie W (C®,b) und die konjugierte Schidigungsvariable
§ = —0,W(C®,b). Dazu gehoren die Schidigungspotentiale ¢(A, B) und ¢(4,b).

Die quadratische elastische Energie W (C®) (C.64) ist eine Funktion der ersten beiden Basisinvari-

~ e

anten I, (E°) (C.14). Die isotrope deviatorische Energie W (C') (1.35) ist eine Funktion der zweiten
Basisinvarianten IQ(EQ). Die elastische Energie W (C®, B) ist eine Funktion der Basisinvarianten
I.(E°, B) (Tab. 3.1), welche aus den ersten drei Basisinvarianten I;(E°) durch eine Erweiterung
hervorgehen. Mit B = 1 ergeben sich wieder die ersten drei Basisinvarianten. Es ist eine Frage der

W(A) =W(l,1Is,1I3) | W(A,P)=W(I4,...,115)

Ersetzung von I1, I, I3

linear quadratisch kubisch
L = 1: A I; = P:A Iy, = [PA]: P | L3 = [PAP]: P
I, = 1:A? Iy = [AP]:A |,y = [APA|:P |I,4 = |[APAP|:P
I; = 1:A3 I, = [APA]:A|I,, = [PAPA|:A|I,; = [PAPAP]:A

Tabelle 3.1: Der Einheitstensor 1 in I, Is und Is kann durch P in beliebiger Potenz ersetzt werden.
Dieses ist bis zur dritten Potenz in der Tabelle oben dargestellt. Fiir P = 1 ergibt sich wieder die
linke Spalte. Der sphérische Tensor P = pl bewirkt, dass die ersten drei Basisinvarianten in
der linken Spalte entsprechend dem Polynomgrad der Ersetzung rechts skaliert werden, also z. B.
Lio(A,pl) = p*I>(A).

Modellierung, ob B in linearer, quadratischer oder kubischer Potenz auftritt. Der ungeschéadigte
Zustand liegt mit B = 1 vor, wihrend det(B) = 0 die Zerstorung bedeutet. Dieser Fall mufl nu-
merisch ausgeschlossen werden, weil sonst die Elliptizitit verloren geht. Ein Ansatz hierzu ist die
Parametrisierung, s. Abschnitt 3.6.4.

3.6.2 Ubergang von tensor- zu skalarwertiger Schidigung

Es soll nun von der tensor- zur skalarwertigen Schidigung gewechselt werden, ohne dass dabei die
bisher berechnete Schidigung verloren geht. Dazu wird B wird in einen konstanten unimodularen
Tensor B mit der Eigenschaft det B = 1 und die skalarwertige Schidigungsvariable b aufgespalten,

B = bB, B=konst, b= (detB)mam. (3.34)

Bei dem Wechsel von B zu b bleibt die tensorwertige Schidigung in der Konstanten B gespeichert,
und es dndert sich fortan nur noch der skalarwertige Anteil b. Bei einem Wechsel zuriick wird
B wieder zusammengesetzt. Fiir die elastische Energie mit tensorwertiger Schidigung wird die

Bezeichnung Wp = W(C°, B) eingefiihrt. Die elastische Energie nach dem Abstieg heifit ab jetzt
Wy, = W(C®, B,b). § = —9yW, kann aus Wp berechnet werden, wenn B konstant ist,
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3 Elastoplastizitét

§ = —9sW5:9,B=A:B. (3.35)
Die Probe zeigt, dass sich A in der Form

1 ~—1

A= 0B (3.36)

Ndim

zerlegt. Es werden nun A und B in ihrer Zerlegung in das Schidigungspotential p(A, B) eingesetzt,
welches gleich dem Potential fiir die skalarwertige Schidigung ¢ P (6, b, B) ist. Als erstes werden

Schiidigungspotentiale betrachtet, welche symmetrisch in A und B sind. Dabei neutralisiert sich
B, und es gilt 9P (6,b) = ¢°P(6,b, B):

B r~1~~-1~~-17 ~ 353 sp
©(A,B) = I5(A B)=|ABABA]: B=— [B BB BB ]:B: = 9P(4,b),
Ndim dim
52b2 e~ ~ 1 . 52b2
#(A,B) = Lo(A,B)=[ABA|:B = [B BB }:B: = o5P(5,b),  (3.37)
dim dim
SAB) = LAB) =A:B=—"CB". B ==
Ndim

Fiir unsymmetrische Schiadigungspotentiale hebt sich B nicht heraus,

2 2
Nim Ndim

o(A,B) = I3(A,B)=[AB]: A= 0% {E_lﬁ} :E_l = 0% tr {E_l}

_ 5;1 I (B‘l) — 5P (5,b, B),

—1 1 (52 ~_—1~—-1 ~ -1 62 _ (338)
¢(A,B) = L(A,B™')=[AB ]:AZW{B B }:B :bn?“mtr [B
67 Bt SD
- bnﬁimI3<B ) =00, B)

3.6.3 Skalarwertige Schidigung

Im Fall der reinen skalarwertigen Schiadigung gilt B =1 und damit B = b1. Im symmetrischen
Fall (3.37) &ndert sich nichts, im unsymetrischen Fall (3.38) lauten die Potentiale nun

2

P(AB) = Iy(AB)= " =5,
dim

©(A,B) = I(A,B™')= = 9P (5,b).
bndim

3.6.1 Bemerkung. Das Schidigungspotential (3.39)2 kann bei LEMAITRE & DESMORAT [34],
(1.126) gefunden werden. In der originalen Schreibweise lautet es

S Yy s+1
P () o

wobei hier § =Y, b=1— D und der Parameter s = 1 gewdhlt wurde:
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3.7 Anisotrope Funktionen

S s\ S &L g 62
5.b) = 9 — _ .
#(0,0) ( > (s+1) b 25 ngimb (3.41)

3.6.4 Parametrisierung

Mit einer Parametrisierung der Schédigung soll dem Zustand des vollstdndigen Materialversagens
beliebig nahegekommen werden, ohne ihn tatséchlich zu erreichen. Die numerischen Probleme, die
so vermieden werden sollen, treten jedoch an anderer Stelle auf. So wird die Ableitung nach dem
Parameter numerisch zu klein. Die bessere Losung besteht darin, ein Modell zu verwenden, das ein
zerstortes Material beschreiben kann.

Parametrisierung der skalarwertigen Schadigung

Der Fall b < 0 darf aus numerischen Griinden nicht eintreten. Deshalb wird b so parametrisiert, dass
b(&) > 0 fir £ € R, also z. B. b(¢) = exp(—a&) mit dem konstanten Parameter a > 0. Der Fall b > 1
fiir £ < 0 ist zwar unphysikalisch, jedoch numerisch unproblematisch. Mit dem Gleichungssystem
(3.25) soll das Inkrement §b berechnet werden. Mit £ = —log(b)/a folgt die Ersetzung

5b = b (£)d¢. (3.42)

Mit der Losung §¢ wird ¢ aktualisiert und damit auch b(¢).

Parametrisierung der tensorwertigen Schadigung

Fiir die tensorwertige Schiidigung kénnte analog mit der Exponentialabbildung (C.90) in der Form
B(E) = exp(—aE) parametrisiert werden, was jedoch teuer ist. Stattdessen wird die Zerlegung
B = bB verwendet: _ B

Der symmetrische Tensor B hat sechs Komponenten, aufgrund der Bedingung det(B) = 1 jedoch
nur fiinf Freiheitsgrade. Als sechster Freiheitsgrad wird Z¢ = £ hinzugefiigt:

B(E) = b(Z6)B(51,5s,...,5s) (3.43)
Damit kann B analog zu (3.42) mit dem symmetrischen Tensor 2 parametrisiert werden,

dB(=)

=
d=
=

0B =

i

(3.44)

3.7 Anisotrope Funktionen

Jede isotrope skalarwertige Funktion in der freien Energie (3.1) und in der FlieBfunktion (C.137)
kann durch eine anisotrope Funktion ¢ (C.49) ersetzt werden. Es geht also um die elastische
Energie W, das kinematische Verfestigungspotential Z, die beiden zweiten Basisinvarianten in der
FlieBfunktion (C.137) und das Schadigungspotential .

Ein besonderer Fall sind dabei die Funktionen, die bereits zwei Argumente haben, nimlich W und
. Es wird nun das Produkt der beiden Argumente den ersten drei Basisinvarianten iibergeben.
Am Beispiel der isotropen elastischen Energie zeigt sich,
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I(E°B) = tr[E°B] — I;(E°,B),
L(E°B) = tr [(E°B)?] = tr [E°BE°B] = I0(E°,B), (3.45)
I;(E°B) = tr [(E°B)®] = tr [E°BE°BE°B| = I,5(E° B),

dass dies nach Tabelle 3.1 eine Einschrénkung auf die Basisinvarianten I7, I1o und I15 bedeutet. Mit
dieser Einschrénkung kann nun die anisotrope Funktion W (C°, B) = ¢(E°B) (C.49) verwendet

werden. Gleiches gilt fiir (A, B) = ¢)(AB). Zu beachten ist der Verlust der Symmetrie (C.9).

3.7.1 Bemerkung. Am Beispiel des Produkts X = EB wird gezeigt, wie sich die ersten und
zweiten Ableitungen ergeben: Aus

1
dipBqj + 0igBp;),  (dpX),;,, = 5 (Eipdjq + Eiqljp) (3.46)

1
(dEX)iqu 9 (

folgen die ersten Ableitungen,

dEiz)(X) = dxiz : dE)(7 dBLZ_J(X) = dxi/_) : dBX, (347)

und die zweiten:

dpp(X) = (dxx?¥:dpX):dpX,
dppp(X) = (dix¥:deX):dpX, (3.48)
dpph(X) = (dxx¥:dpX):dpX.

Anisotrope Funktionen erméglichen eine Hierarchie in den Daten. So kann z. B. ein Material mit
kubischer Symmetrie lokal durch ein isotropes Material approximiert werden. Der Unterschied im
numerischen Aufwand ist jedoch vergleichsweise gering.

40



4 Enhanced-Gradient-Formulierung

In der Enhanced-Gradient-Formulierung kénnen auf jeder einzelnen Zelle des FE-Netzes die Frei-
heitsgrade zusétzlicher Felder hinzugefiigt und wieder entfernt werden. Jedes dieser Felder ent-
spricht einer inneren Variablen. Je nach Anzahl der aktivierten Felder ergeben sich die Modelle
einer Hierarchie. Dabei gibt es auch fiir ein einzelnes Feld eine zweistufige Hierarchie von Modellen:
Das Basismodell erhoht die Stetigkeit der zugeordneten inneren Variablen. Es handelt sich also nur
um eine verbesserte Diskretisierung. Das Referenzmodell hingegen gliattet aufgrund von Diffusion
die Loésung und hat damit eine zusétzliche mechanische Eigenschaft.

Das Konzept der rdumlichen Unstetigkeit der inneren Variablen wird in extremen Situationen un-
geniigend. So kommt es zu netzabhéingigen Losungen bei Materialerweichung infolge Schidigung
oder bei Scherbandbildung. Die Ursache liegt im Verlust von Elliptizitdt. Das Problem liefle sich
mit rdumlich stetigen inneren Variablen l6sen. Nun hat die rdumliche Unstetigkeit jedoch auch
Vorteile:

e Die inneren Variablen werden aus dem Gradienten der Verschiebung u berechnet, welche
gewOhnlich nur einmal schwach differenzierbar ist, womit bereits der Gradient rdumlich un-
stetig ist. Es ist also richtig, die inneren Variablen als unstetig aufzufassen.

e Die raumliche Unstetigkeit erlaubt es, die lokalen Probleme in jedem Quadraturpunkt einzeln
und punktweise zu 16sen. Es sind also keine schwachen Formulierungen innerhalb der lokalen
Probleme erforderlich.

e Die Zerlegung des Gebietes in voneinander unabhéingige elastische und plastische Bereiche
ist moglich.

e Gerade bei aufwendigen Modellen bedeutet die Zerlegung in lokale Probleme auch die Zerle-
gung des numerischen Aufwands. Ein zu grofles Gleichungssystem wird so vermieden.

Es sollen nun alle diese Vorteile erhalten bleiben, und trotzdem soll die rdumliche Stetigkeit der
inneren Variablen erhéht werden. Dazu kann zu jeder inneren Variablen C°, B, ... eine rdumlich
stetige (nicht-lokale) Variable C°, B, ... hinzugefiigt werden. Ob dies auch fiir die innere Variable
FP gilt, wird in Abschnitt 4.4 diskutiert. Im Rahmen der Enhanced-Gradient-Formulierung wird
die freie Energie ¥ (4.1) um zwei Potentiale erweitert. Die folgende Formulierung beruht auf der
Forderung nach Stationaritit Wi,:(u) — Weze(u) — stat. (1.9).

4.1 Nicht-lokale Potentiale

Das nicht-lokale Penalty-Potential \Ilgffc bewirkt die Ubereinstimmung beider paarweiser Variablen

im Rahmen einer Penalty-Formulierung. Das nicht-lokale Gradienten-Potential \Il“lr‘(’lfi beeinflusst
die Stéirke der Glittung. Beide Potentiale ergéinzen die freie Energie (1.7), (3.1),

U(C,0,C° B,a*,C°,B) = W(C® B)+Z(ca) +H(a)
_’_\Ijnloc (Ce, C) + \:[jnloc((jte7 Ce) (41)

grad plt

_'_qlnloc (B’ C) + \Ijnloc(B7 B)

grad plt

Grundsétzlich kann zu jeder inneren Variablen eine nichtlokale Variable hinzugefiigt werden. Dank
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4 Enhanced-Gradient- Formulierung

homogener Neumann-Randbedingungen 0, B = 0 kann die nichtlokale Variable zellweise hinzuge-
schaltet werden, wodurch eine hierarchische, adaptive Modellierung ermoglicht wird.
Das nichtlokale Gradienten-Potential

nloc [ G C1 = = C1 = _ _
wolee(B,C) = 5 VB-VB = JGRAD|[B]-C ' GRAD B,
ﬁdBl] dB” _ ﬂdBij an dBU de _ ﬂ dBij FﬁlFiT dBij (42)
2 d.’bk d:Ck 2 an dl’k de d(Ek 2 an ak = kb de

enthélt den Gradienten in der Momentankonfiguration VB = d, B = dx B-d, X, weil die Glédttung
in Bezug auf das verformte Gebiet erfolgen muf. In der Formulierung in Bezug auf die Referenz-
konfiguration, welche in dieser gesamten Arbeit verwendet wird, entsteht so die Abhéngigkeit von
C. Die Glattung wirkt wie beim Laplace-Operator. Sie wird durch den Parameter c¢; gewichtet.
Das nichtlokale Penalty-Potential

nloc T C2 ®
Vi(B,B) = J|B-Bf (4.3)

beeinflusst iiber den Penalty-Parameter ¢, den Grad der Ubereinstimmung beider Variablen.

4.2 Globale Gleichungen

Mit der Energie ¥ (4.1) wird die innere Arbeit (1.7) in der Form Wy, (u, B,C®, a,w) = Jovav
geschrieben. Wie schon in (1.8) wird nun nach den globalen stetigen Variablen u, B und C*
abgeleitet, wobei die inneren Variablen (o, w) konstant bleiben. Auch hier ist also die Staffelung in
ein globales Problem und lokale Probleme grundlegend. Die Ableitung der inneren Arbeit lautet

dyWins - m + dF‘pWint (Q+ dBWint 3
_ /Q (PP 00 W (C°) PP 4 deWpies(C°, ©) + doWyiee(B,O)| - Clmlav
+ [ oW (€°.0) + dorwie(€, €] ¢V
Q
+ [ [dpWi(B.C) + dp i (B.B)] s €av.
Aus der Forderung nach Stationaritét (1.9) folgt
Wint(uanéeaaaw)[nagvg} - Wext(u)[n] =0 (45)
und damit aus (4.4) die Impulsbilanz (1.5) mit
S = 2doW =F? 200-W(C)FP " +2dcW2los(C°, C) + 2dc Wi, (B, C), (4.6)

vgl. (C.57), und die beiden Gleichungen

dee qjgi?zcd(ée’ C) +dee \Ilgllgc(ce’ ée) 0,

dpVy%a(B,C) +dp V(B B) =

(4.7)

Deren schwache Formulierung lautet mit (4.2) und (4.3)
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4.3 Ergédnzung der konjugierten Variablen

/Q "GRAD[C?]-C~'-GRAD[¢]dV = /Q §°(C°=C%): ¢av,
Ac?GRAD[B}-C‘1~GRAD[§]dV = /QCQB(B—B):gdv.

Fiir C = 1 wiirde also fiir jede Komponente von B eine Laplace-Gleichung vorliegen.

4.3 Ergdnzung der konjugierten Variablen

Auf der lokalen Ebene sind nun C, C* und B konstant. Mit der Energie ¥ (4.1) wird das Verfahren
aus Abschnitt 3.1 durchlaufen, welches ausfiihrlich in Abschnitt 5.2.3 erklirt wird. Die Erweiterung
von ¥ bewirkt, dass die konjugierten inneren Variablen, S fiir F* und A fiir B, um jeweils einen
Term ergénzt werden. Die freie Energie (4.1) wird erneut hingeschrieben,

U(C,a,C° B,a*,C°,B) = W(C° B)+Z(a")+H(a)
+P2o% (B, C) + Uhi°(B, B) (4.9)

grad

FU (C°,C) + Wiiee(C°,C°),

Die innere Dissipation D;,; = %S : C' — ¥ kann nun gebildet werden, indem ¥ nach unabhéngigen
Variablen abgeleitet wird,

Dint = %s :C — 90V : C° — 050 : B — doHa — dpT : aX > 0. (4.10)
Mit §: C =20c0:C+ 8 :C° + 2% : LP (C.62) ergibt sich

Dine = {15 - 8@@} C°+ 2 LP - OpV : B — d,Hé — d 1 : ak > 0, (4.11)

[\

wple)ei Oc'V verschwindet, weil C konstant ist. Die Ungleichung muf fiir jeden beliebigen Prozess
(C,L*? B,q, ('xk) erfiillbar sein. Deshalb muf die eckige Klammer verschwinden. Es folgt

S = 200V =20cW — 20c-Wh}?",
A = —0pV=-9pW - 9pVi*(B, B),
q = —doH(a), (4.12)
QY = —dxI(a¥),
Dt = X:LP+A:B+qgi+Q":a">0.

Gegeniiber (3.2) sind S und die konjugierte Schiidigungsvariable A um einen weiteren Term ergéinzt
worden. Aus der Minimierung des Lagrange-Funktionals £ = —D;,,; + A¢ folgt

L* =405, B=70a¢, & =700, &=7040. (4.13)

4.4 Diskussion der Alternative

Es geht nun um die Frage, ob es auch eine der inneren Variablen F” zugeordnete Enhanced-
Gradient-Variable F* gibt. Die freie Energie lautet in diesem Fall
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4 Enhanced-Gradient- Formulierung

U(C,C° F*,F°,B,B,a,a*) = W(C°, B)+ZI(a")+H(a)
+U3ea(B, C) + Vi(B, B) (4.14)
e (FP,C) + Wit (FP, F”).

Um die innere Dissipation D;,; = %S : € — U bilden zu konnen, muf3 zuvor die Ableitung

dpv \I/;}lltoc(Fp, F”) mit (C.123) in eine Ableitung nach C* iiberfiihrt werden,

nloc 1 e ! nloc T
doeVp e = —§C dpe Wy FP . (4.15)
Dieses muf geschehen, weil C konstant ist und deshalb FP und C° voneinander abhiingig sind. Die
innere Dissipation (4.10) wird gebildet, indem ¥ nach unabhéingigen Variablen abgeleitet wird. Um
zu (4.11) zu gelangen, wird die Identitit S : C = 20V : C + S : C 425 LP (C.62) verwendet,
welche die Symmetrie von S voraussetzt. Unter der Annahme, dass S symmetrisch ist, folgt aus
(4.11)

5 = 2000 =200 W — C° 9po WL FP, (4.16)
Offensichtlich ist S jedoch nicht symmetrisch. Eine Enhanced-Gradient-Formulierung mit F* verlisst

also an dieser Stelle die iibliche Herleitung. Bereits die fehlende Symmetrie von S bedeutet einen
Nachteil. Es zeigt sich, dass die Formulierung (3.16) als einzige an dieser Stelle brauchbar ist.
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5 Thermoelastoplastizitat

Es wird die Thermoelastoplastizitiit hierarchisch modelliert. Eine Ubersicht der Modelle befindet
sich in Abschnitt 5.5. Aufgrund der Materialerweichung und der damit verbundenen Lokalisierung
ist die Temperaturabhéngigkeit besonders interessant fiir die Modelladaptivitidt. Die Thermoelast-
oplastizitat fiigt sich in die Systematik von Abschnitt 6.2 ein und untermauert damit die Allge-
meinheit der Methode zur Linearisierung. Eine mogliche Reduktion zu einem adiabaten Modell
bereichert die Vielfalt der Modellhierarchien. Dieses Modell kollidiert jedoch mit der Gemisch-
ten Formulierung. Auflerdem liefert die Thermoelastoplastizitit die exakte Begriindung fiir die
isotherme Modellierung.

5.1 Dissipation

Die Dissipation bildet den Ausgangspunkt der Modellierung.

5.1.1 Von der Leistungsbilanz zur Bilanz der inneren Energie

Der erste Hauptsatz wird als Bilanz der Leistung formuliert: Die zeitliche Anderung der kinetischen
und der inneren Energie ist gleich der Leistung der d&ufleren Kréfte (C.81), der inneren Wiarmezufuhr
R und der Wirmezufuhr —Q - n iiber die Oberfléche 02,

1
at/fp0|v\2dv+/3tEdV = /fv~vdV+ T-vdA—l—/RdV— Q  ndA. (5.1)
02 o Q 89 Q 89

Mit (C.80) ergibt sich die lokale Leistungsbilanz

pov-0w+0E = f,-v+DIV[v-P]+R—-DIVI[Q]. (5.2)
In die lokale Leistungsbilanz wird die Identitét (C.83) eingesetzt,
pov- v +HE = f,-v+GRAD[v]: P+v-DIV[P]+ R—-DIV|[Q]. (5.3)

Mit der lokalen Impulsbilanz pgdv = fy, + DIV [P] (C.81) vereinfacht sich die Gleichung:

OE = GRAD[v]: P+ R—DIV[Q]. (5.4)

5.1.2 Clausius-Planck-Ungleichung

Aus dem zweiten Hauptsatz ergibt sich mit der Temperatur ©, der Entropie H und der Entropie-
produktion Z die Ungleichung (C.89),

O = 0J:H—- R+DIV[Q]- Q- GRAD[O]/0. (5.5)
Es kann wieder frei entschieden werden, ob es sich bei der zeitliche Anderung in Z, Q und 9;H um

die Anderung der physikalischen Zeit oder eine Rate handelt. Es wird die Anderung der inneren
Energie (5.4) eingesetzt,

45



5 Thermoelastoplastizitét

O = ©4,H+ P :GRAD[v] - &,E — Q- GRAD [0]/O = Djps + Deons > 0, (5.6)

wobei die Zerlegung in die innere Dissipation D;,; und die konvektive Dissipation D, .., erfolgt,

Dint = ©0:H — R+ DIV [Q]
Deons = —Q-GRAD[O]/O > 0.

Die Ungleichung (5.7)3 wird allgemein durch das Wirmeleitungsgesetz von Fourier,

Q = —-kC'-GRAD|O), (5.8)

erfiillt. k ist der Wirmeleitungskoeffizient. Der erste Teil (5.7); der Clausius-Planck-Ungleichung
bildet die Grundlage fiir die Wirmeleitungsgleichung in Abschnitt 5.2.2, und aus dem zweiten Teil
(5.7)2 folgen die Evolutionsgleichungen in Abschnitt 5.2.3.

5.2 Modell mit Warmeleitung

Das Modell mit Warmeleitung beruht auf der freien Energie ¥ und verwendet die Temperatur ©
als rdumlich stetige Variable. Zur Impulsbilanz tritt die Warmeleitungsgleichung hinzu.

5.2.1 Innere und freie Energie

Es wird angenommen, dass sich die Entropie additiv in einen elastischen und einen plastischen An-
teil zerlegt, H = H®+ HP. Die innere Energie ist eine Funktion von H® und weiteren Argumenten,
jedoch nicht von ©. Es wird der Teil E5 von E abgespalten, welcher nicht von H® abhéngt,

E(H®) = Ei(H)+ E». (5.9)
Der Ubergang zur freien Energie ¥ (1.7) erfolgt mit der Legendre-Transformation

U = E— H°O©=E,(HO)) — H(Q)O + Ey = U,(O) + E. (5.10)

Dabei ist ¥;(0O) der Teil von ¥, welcher von © abhéngt. Aus ¥ = E — H°O folgt H¢(O) = —0g V.
Damit ldsst sich H¢ aus der freien Energie eliminieren, welche nur von © und weiteren Argumenten
abhingt. Als Beispiel wird die freie Energie (3.1), ¥(C®, B, a, aX) = W(C®, B) + H(a) + Z(ak),
um © erweitert und entsprechend zerlegt: ¥U1(0) = W(C®, B,0) + H(a, ©) und Ey = Z(aX) mit
dem isotropen Verfestigungspotential (C.140). Ebenso ldsst sich die freie Energie (4.1) zerlegen.
FE1 wird in Abschnitt 5.4 aus ¥; bestimmt.

Einsetzen von (5.10);, £ = ¥ 4+ H°O, in die Clausius-Planck-Ungleichung (5.7)2 ergibt

Dipy = OH+P:GRAD[u] - E
@(HC+HP>+P:GRAD[u]—\iI—H°®—HC6 (5.11)

= OHP+ P:GRAD[u] - ¥ — H°© > 0.

5.2.2 Warmeleitungsgleichung

Zur Herleitung der Wéarmeleitungsgleichung wird von der freien Energie ¥ ausgegangen, weil die
Variable der Gleichung die Temperatur sein soll. Aus (5.10) folgt fiir die elastische Entropie
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5.2 Modell mit Wéarmeleitung

H® = —0oVU =—0oV. (5.12)

Es wird H = H® + HP nach der Zeit abgeleitet und mit © multipliziert:

©0:H = ©0,H°+00,HP = —@ag@xp%? + OO HP — O [02:oV : 0,C° + 036V : 0, B]
de (5.13)
= c— + @ath + H?Leat
dt
mit der Warmekapazitét
c=—-003¥ (5.14)
und
feat = —O[08oV:0,C°+ 3oV :9,B]. (5.15)

In der inneren Dissipation (5.7); wird (5.13)2 eingesetzt,

d
Dint = ©0H— R+DIVI[Q|= cd—? +©0.H? + H; .., — R+ DIV Q] > 0. (5.16)

Es wird das Cesetz von Fourier (5.8) @ = —kC ™' - GRAD [O] eingesetzt, womit die Wirmelei-
tungsgleichung vorliegt:

de
¢ = DIV [(kC™"-GRAD [O]] + Hiear = Dmecn +R (5.17)

mit Dpechh, = Dint — ©0: HP. D, wird im néchsten Abschnitt bestimmt. Weil D;,,; den Term
©0; HP enthilt, hebt sich dieser aus D,,q.n, heraus.
Die schwache Formulierung mit der Testfunktion 7 lautet

d
0 = / CTd—(;) + kGRAD|[r] - C~' - GRAD [O] + 7 [H$ous — Dmech — R] dV. (5.18)
Q

5.2.3 Prinzip der maximalen Dissipation

Es wird von der inneren Dissipation (5.11) ausgegangen, welche die freie Energie enthélt, hier mit
P:9,F=1S:9,C (C.53),

Dint = @8th —|— %S : 8tC — 8t\I/(CC, @, a,ak, B) — HeatG Z O (519)
Die Ableitung der freien Energie in (5.19) wird ausgefiihrt:

Dint = @8th + %S : 8tC — 8@‘I’8t@ — 606\11 : 8,5CC

. (5.20)
—0pY : 0B — do MOy — d T : 010 — H°9,0 > 0.

Mit §:9;C = S : §,C° + 2% : LP (C.62) ergibt sich
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5 Thermoelastoplastizitét

1-
Dint = C"‘)ath — [He + 8@\11] 8t@ + |:2S — acc\I/:| : atCe + I Lp ( )
5.21
~0pV : ;B — doHOwor — d x T : ;0 > 0.

Hier enthélt LP? = 0, FPF P (C.41) die Zeitableitung. Die Ungleichung mu#f fiir jeden beliebigen
Prozess (0;HP?,0,0,0,C°, 0,F? 0; B, 0;r, 0;*) erfiillbar sein. Deshalb miissen die eckigen Klam-
mern verschwinden. Es folgt

H® = —9gW, 8 =2000, (5.22)

und mit den Benennungen

A=-0pY, q=—-d,H(2,0), QF=—d I(a¥), (5.23)

lautet (5.21) nun

Dipt = O HP+%:LP+A:8,B+qda+Q":dar>0. (5.24)

Damit ist die mechanische Dissipation in (5.17) bekannt,

Dieech = X :LP+A: 9B+ qda+ Q" : d,a* > 0. (5.25)

Bisher wurde nur sichergestellt, dass die Ungleichung D;,; > 0 fiir einen beliebigen Prozess erfiillt
werden kann. Das Prinzip der maximalen Dissipation erfiillt die Forderung der Ungleichung nun
in einer abgeschwéchten Form, indem ein Lagrange-Funktional eingefiihrt wird, welches die innere
Dissipation (5.24) maximiert und die FlieSbedingung ¢ = 0 (C.137) erfiillt:

L = _Dint + ’7¢7

2
L — min! (5.26)

Die Ungleichung wird nur abgeschwécht erfiillt, da maximal nicht zwingend gréfler oder gleich Null
bedeutet. Insofern ist das Prinzip der maximalen Dissipation eine abgeschwéichte Form des zweiten
Hauptsatzes. Die Minimierung von £ ergibt die Evolutionsgleichungen

LP = A0s¢, OB =70a¢, e =70p¢, Oha=~0,0, OHP =0e0. (5.27)

Wenn die physikalische Zeitableitung an dieser Stelle beibehalten wird, so handelt es sich um
(Thermo-)Viskoelastoplastizitit. Wenn das Plastizieren unabhéingig von der physikalischen Zeit
stattfinden soll, so muss zu Raten iibergegangen werden, z. B. ;B = B /dt. Das Zeitdifferenzial
geht dabei im unbekannten Multiplikator auf, so dass ydt zu v wird. Die Evolutionsgleichungen
der (Thermo-)Elastoplastizitit lauten also

L’ = 7059, B=70a¢, & =705, &=70,6, H"=rde¢. (5.28)

mit LP = F'FP (C.41). Wenn HP in keiner Funktion als Argument auftaucht, was hier der Fall
ist, so kann die letzte Evolutionsgleichung entfallen.

5.3 Adiabates Modell

Das adiabate Modell ist eine Modellreduktion. Die Annahme, dass die Entropie H verschwindet,
bewirkt wegen 0, H = 0 (5.13), dass die Wirmeleitungsgleichung entféllt. Die Temperatur ist nicht
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5.4 Bestimmung der freien und der inneren Energie

mehr stetig im Raum, sondern eine unstetige Funktion der elastischen Entropie H®, welche nun
eine innere Variable ist. Deshalb muss statt der freien Energie ¥ die innere Energie F verwendet
werden. Es wird nun von der inneren Dissipation (5.7)a,

1
Dint = §S : atC - atE(Ce7Heaaaak7B) 2 07 (529)

ausgegangen. Die Ableitung der inneren Energie wird ausgefiihrt:

1
Dint = =S:0,C — (0ygE)0:H® — O E : 0,C°
2 (5.30)
—0pE : ;B — doHoya — d i T : ;0" > 0.
Mit 8 : 0;C = 2dc¥ + S : 9;C° + 2% : L? (C.62) und dc¥ = 0 ergibt sich
1-
Dint = _(aHeE)atHe + |:S - BCeE} : 8tCe + > Lp

2 (5.31)

—0pE : B — doHoia — d i T : dpa* > 0.

Die Ungleichung mu8 fiir jeden beliebigen Prozess (0; H¢,9,C°, L, 0; B, d;r, 0;¥) erfiillbar sein.
Deshalb muss die eckige Klammer verschwinden. Es folgt

S =20c<E. (5.32)

Mit den konjugierten Variablen © = -9y E, A = —9pE, ¢ = —doH (o, ©) und Q* = —d I(a¥)
lautet die innere Dissipation

Dy = O HC+X:LP +A: 9B+ qda+ Q“:dak > 0. (5.33)

Der Vergleich mit (5.24) zeigt, dass ©9;H® den Term G0, HP ersetzt hat. Aus dem Prinzip der
maximalen Dissipation (5.26) folgen die Evolutionsgleichungen

L’ = ~0cd, OB =050, 00" =10y, da=106, OH" =06d. (5.34)

Es hingt die elastische Energie und die Fliefifunktion iiber ©(H*®) von H® ab.

5.4 Bestimmung der freien und der inneren Energie

Es wird die Wirmekapazitéit ¢ (5.14) als konstant angenommen. Aus dieser Annahme folgt, dass
die elastische Energie und auch das isotrope Verfestigungspotential H (C.140) nur linear von der
Temperatur abhéingen kénnen, weil sonst ¢ eine Funktion von C°, B und « wire. Durch zweimalige
Integration der Wirmekapazitit ergibt sich ¥y (5.10),

c = —@8é@\111,
¥, (C° B,0) = T(©)—(0—-00)M(C° B)+W(C B)+ H(a,0), (5.35)
T©) = c[(©—-60)—Olog(0/6)].

Die Funktion M (C®, B) wird in den Unterabschnitten spezifiziert. Mit (5.12) folgt
H® = -0V, =clog(©/6¢)+ M(C°, B)+ doH(a,O). (5.36)

Auflosen von (5.36) nach O liefert
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5 Thermoelastoplastizitét

© = O(C° B,H®) =0exp{[H® — M(C*, B) — doH(c, ©)]/c}. (5.37)
Die Temperatur © wird nun in (5.10) eingesetzt,

E(C°,H°,B) = W(C° 6,B)+ HO, (5.38)

womit auch die innere Energie bekannt ist.

Wenn die elastischen Energie zerlegt wird, W (C*®, B) = U(J) + W(C’e,B) (1.14), wie es in der
Metallplastizitit geboten ist, so gibt es zwei Méglichkeiten, wie M (C°®, B) in (5.35) gewihlt werden
kann.

5.4.1 Temperatur verandert Festigkeit

Es kann M unabhéngig von der Volumenénderung sein in der Form M (6’8, B) = aemWN/(ée, B),
wobel ., der Expansionskoeffizient (Tab. D.6) ist. In diesem Fall lautet (5.35)2
U,(C°,B,©) = T(O)+U(J)+(1— (O —0p)aes)W(C, B) + H(c, ©). (5.39)

Mit dieser Modellierung bewirkt eine Temperaturerhthung eine Abnahme der Festigkeit. Fiir Me-
talle ist dieser Zusammenhang unphysikalisch. Fiir das adiabate Modell (Abschnitt 5.3) ergibt sich
jedoch der Vorteil, dass die inneren Variablen, von denen © in diesem Fall abhéngt (5.37), nicht
im volumetrischen Term auftreten und dieser unabhéngig vom lokalen Problem in der Gemischten
Formulierung in Abschnitt 2.1 diskretisiert werden kann.

5.4.2 Temperatur bewirkt Volumenanderung

Mit der fiir Metalle korrekten Wahl M = M (J) = e, U(J) ergibt sich fiir (5.35)

T,(C°, B,0) = T(0)+ (1— (0 —0p)ae)U(J) + W(C",B) + H(a,O). (5.40)

Eine Temperaturdnderung bewirkt nun eine Volumendehnung. Mit dem adiabaten Modell wird
jedoch die Gemischte Formulierung unméglich gemacht, wie oben erldutert. Es wire ein Ausweg,
den Einfluss von (© — O¢)ae,) fiir das adiabate Modell zu vernachlissigen. Dies verstoBit jedoch
gegen den Grundsatz, keine ,,falschen“ Modelle zu verwenden.

Im vollsténdigen Modell lautet S, (5.15), weil U(J) nicht von der Schédigung abhéngt, H$ ., =
—002:6 : 9,C°. Mit (C.103), (1.16), 02V = —ae, U'(J)2JC™! = —ae, 2p(J)C ™, ergibt sich

1 — e
Zeat = G)O‘eftcip(J)CV ¥ 0,C". (541)

Die Gemischte Formulierung in Abschnitt 2.1.4 bezieht sich allein auf die Impulsbilanz. Deshalb
lautet die partielle Ableitung nach C' mit der volumetrischen Tangente (1.33)

1 1
OcHjeus = Oacz0c (P(I)CT) : HC = Bag, 7€ : 9,C". (5.42)

Dies gilt fiir das Residuum (3.16), ansonsten ist auch die Abhéngigkeit C°(C') (C.32) zu beachten.

5.5 Modellhierarchie

Es wird die Modellhierarchie aus diesem Kapitel zur Ubersicht zusammengestellt:
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5.5 Modellhierarchie

e Das Referenzmodell besteht aus der Wirmeleitungsgleichung (5.18) mit der mechanischen
Dissipation (5.25), H} ., (5.41), den Evolutionsgleichungen (5.28) und der Impulsbilanz (1.5),

0 = / CT@ + kGRAD[r] - C~' - GRAD [O] + 7 [HS 0t — Dimeer — R] dV,
Q

dt
Dpecn = X :LP+A:B+qga+Q":ak,
- 1 e (5.43)
Zeat = @aezip(n])c_l : 8tCe7
LY = 906, B=10a6, & =170g0, G =106, H" =000,

e Das Modell ohne Wirmeleitung ist eine Vereinfachung des Referenzmodells. Mit k = 0
entféllt der Diffusionsterm in der Warmeleitungsgleichung,

do
0 = / eT— 4+ 7 [H5our — Dint — R] dV. 5.44

o di heat ( )
Dieses Modell sorgt fiir eine Systematik wie bei der Enhanced-Gradient-Formulierung (Tab.
9.2), bei der es sir'l.nvoll ist, den Diffusionsterm erst in einer weiteren Modellstufe hinzuzu-
schalten, um den Ubergang zwischen den Modellen zu erleichtern. Praktisch hat sich dieses
Modell jedoch als iiberfliissig erwiesen.

e Adiabates Modell H = 0. Wegen 0;H = 0 (5.13) entfillt die Wirmeleitungsgleichung.
H¢ = —HP wird zur inneren Variable und ® = —0g<F zur konjugierten Variablen ohne
rdumliche Stetigkeit. Die Evolutionsgleichungen (5.34) lauten

L* = 762¢7 B = 76A¢7 ak = Wan¢7 Q= 76q¢7 HC = ’Ya®¢ (545)

In diesem Modell findet die Umwandlung von mechanischer Energie und Wéarme statt, ohne
dass Konvektion auftritt. Der Umwandlungsprozess findet so schnell statt, dass jeder Punkt
im Raum gleichsam wérmeisoliert ist. Deshalb ist die Temperatur raumlich unstetig. Dieses
Modell kann fiir Kaltumformungen ausreichend sein.

e Das Isotherme Modell mit © = ©( steht in Abschnitt 3.1.
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Es werden samtliche Gleichungen auf der oberen Iterationsstufe zusammengestellt. Mit Ausnahme
der Nebenbedingung aus der Enhanced-Strain-Formulierung sind die Variablen der Gleichungen
stetig im Raum und werden mit Finiten Elementen diskretisiert. Die Gleichungen werden in dem
Residuum 7 = 0 zusammengefasst. Um die Losung mit dem Newton-Verfahren bestimmen zu
konnen, werden die Ableitungen von Inneren Variablen und Spannungen nach den globalen stetigen
Variablen gebraucht. Diese werden in systematischer Weise bestimmt, nachdem auf der unteren
(R, = 0) und der mittleren Iterationsstufe (R, = 0) das lokale Problem gelost wurde. Dabei
sind nur wenige einfach zugéngliche partielle Ableitungen bereitzustellen, aus denen die gesuchten
vollstéandigen Ableitungen automatisch berechnet werden. Auf diese Weise wird die Anderung oder
Erweiterung der Modellierung erleichtert und weniger fehleranfillig.

Aus der linearisierten und diskretisierten Systemmatrix wird zuerst die Geschwindigkeit eliminiert
und dann die innere Variable der Enhanced-Strain-Formulierung. Dabei wird die Kontaktprojektion
eingefiigt.

6.1 Gesamtsystem

Es werden die Gleichungen des Gesamtsystems zusammengetragen. Dieses sind die Diffusionsglei-
chungen der Enhanced-Gradient-Formulierung (4.8), die Wiarmeleitungsgleichung (5.18), die Ne-
benbedingung aus der Enhanced-Strain-Formulierung (2.40)3, die schwache Formulierung der Ge-
schwindigkeit v = d;u und die Impulsbilanz (1.5). Die Unbekannten sind y = (u,v,0, B,C%) € V
(1.2) und a € RM»t (2.35) mit den Testfunktionen y = (9,,m,,7,&,¢) € Vo und @ € RM»t. Das
System lautet also

/ ¢{"GRAD [C°] - C™' - GRAD[¢]dV / &§T(C—C% - ¢av,
Q Q

/c]fGRAD [B]-C~' - GRAD [€¢] dV /CQB(B —B):¢av,
Q Q

d
/ 077(? + KGRAD[r] - C~' - GRAD [0] dV
Q

7/7—[ Ieleati,DintiR] d‘/,
“ (6.1)

/S:@aC[d]dV = 0,

Q

/8tu~n1dV = v-n,dV,

Q Q

1
Po/ 0sv - My dV“‘g/ S(C):BuC[nz] AV = Gext(ny).
Q Q

Die Gleichungen werden als Residuum 7 zusammengefasst,
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(y,a)(g,a) = /Q {c§°GRAD [C°]-C' GRAD[¢] - §°(C° — C°) : ¢
+cBGRAD [B]-C~ ' -GRAD[¢] - Z(B-B): ¢
+CT§ + KGRAD [7]- C™' - GRAD [0] + 7(HSout — Dint — R)
+8 : 9.Cla]
+(Ou —v) -1y + podv My +58 1 0uC[Mo]} AV — Gewi(ny) = 0.

Die Parameter a werden eliminiert. Es besteht also die Abhéngigkeit a = a(y), die sich jedoch
nur inkrementell hinschreiben lisst (2.44). Es wird also ein y € V gesucht, so dass

(y)(y) = 7(y,a(y))(y,a(y)) =0 Vy el (6.3)

Es treten hinzu die Kuhn-Tucker-Bedingungen (3.5), ¢ <0, ~ >0, ¢y =0, und das Kontakt-
problem (1.10), d,, <0, F, >0, d,F, =0, F;=0.Die Losung der lokalen Probleme und
damit die Projektion der Spannung auf die Fliefliiche ist zwar bereits in (6.2) enthalten, nicht
jedoch die Unterscheidung zwischen dem elastischen (¢ < 0) und dem plastischen (¢ = 0, v > 0)
Zustand. Diese erfolgt in Abschnitt 8.3. Die Kontaktprojektion wird in Abschnitt 6.4.2 auf das dis-
krete System angewendet. Die Unterscheidung von aktiven und inaktiven Knoten findet ebenfalls
in Abschnitt 8.3 statt. Die Losung von (6.3) erfolgt mit dem Newton-Verfahren, wobei in jeder
Tteration das Inkrement ¢y € V berechnet wird, so dass

T(Y)(y) +7 (Y)Y, y) = 0, Vyelh. (6.4)

Es wird die Linearisierung von # (6.3) hingeschrieben, weil sie gebraucht wird, um die Eliminierung
durchzufiihren: Gesucht werden 4 € V und a € RYint, so dass

#(y,a)(y,a) + 7' (y,a)(y,a,9,a) = 0, Vyel, VaecRNm. (6.5)

Um spiter das duale Problem formulieren zu kénnen, werden in (6.4) alle Terme abgespalten, die
eine Zeitableitung enthalten. Dazu wird die Semi-Trilinearform b verwendet,

Fy)@) = b(y)(0y, ) +a) () =0, Yy (6.6)
Die Nichtlinearitéit in b wird durch Hg,,, (5.41) verursacht. Fiir (6.2) ergibt sich
b(y)(Dy,y) = / pomy - 040 + My - Opu + cTOO + THj 0y (y)[Oru] V. (6.7)
Q
In der Ableitung des Residuums,

7(y)(@,y) = V+a =by)((0y).7)+0,bu) 0y 5.9)+d (y)(@9) (6.8)

bedeutet 8yl3 die Ableitung allein nach der Nichtlinearitdt im ersten Argument.
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6.2 Linearisierung

In der Linearisierung von 7 (6.2) treten folgende Ableitungen auf:

deC*, doC", d5C°, dgeC®,
deB, doB, 3B, dgeB,
dc( Zeat - Dint), d('“) (HZeat - Dint), dB( Zeat - Dint), dC'O( zeat - Diﬂt)’ (69)
dcS, deS, dgS, dee S,
dc FP, de FP, dgFP, dee FP.

Wenn auf die Enhanced-Gradient-Formulierung fiir C° verzichtet wird, so entfillt die rechte Spalte.
In diesem Fall kann statt C° als innere Variable F? gewihlt werden, womit auch die erste Zeile
entfillt. Die Voraussetzung zur Berechnung dieser Ableitungen ist die Losung des lokalen Problems,
also R, =0 (3.24) und R, = 0 (3.23). Deshalb wird die Loésung des lokalen Problems zur Lineari-
sierung geziihlt. Die Ableitungen (6.9) werden nach einem einheitlichen Schema berechnet, welches
fir C, B, b, C° und © gleich ist. Es kommen in dem Schema nur Matrizen und Vektoren vor.
Im Folgenden steht Z entweder fiir C, B, b, C° oder ©. Entsprechend #ndert sich die Dimension
Nz =dim(Z):

Es werden nur wenige, vergleichsweise einfach zu programmierene partielle Ableitungen (s. Ab-

VA &

B
dim(Z) [3D|| 6 |6 [1] 6 |1
dim(Z) [2D || 3 | 3

Tabelle 6.1: Je nach Raumdimension und Bedeutung &ndert sich die Dimension von Z.

schnitt A) gebraucht, welche rechts in der Tabelle (6.2) stehen. Aus diesen berechnet das einheitliche
Verfahren die vollstindigen Ableitungen in der linken Spalte.
Von grundlegender Bedeutung ist im Folgenden das vollstdndige Differential C.128. Ansonsten

vollstandige Ableitung zu programmierene partielle Ableitungen
doRe OuR,,, 0uRy OaRy, 0 Ry
dzS 0.8 OzR,,07Ry, 078
dz(Mhear = Pint) || Ow(Hjear — Dint) | Oa(Mjear — Dint) | 9z2(Mjear — Pint)
dzw
dz F® 0, FP 0o FP 0z F?

Tabelle 6.2: Die vollstindigen Ableitungen in der linken Spalte werden nach einem einheitlichen
Verfahren aus den partiellen Ableitungen rechts berechnet.

wird die Kettenregel verwendet. Die Rechnungen finden fast nur mit Matrizen und Vektoren statt.
Zur Losung des lokalen Problems miissen Gleichungssysteme gelost werden. Dies geschieht mit der
QR-Zerlegung. Zur Berechnung der Tangenten miissen Gleichungssysteme mit der aus dem lokalen
Problem gegebenen Matrix 0, R, gelost werden. Es muss also nur die gegebene QR-Zerlegung auf
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eine Sequenz von rechten Seiten angewendet werden.

6.2.1 Losung des lokalen Problems

Es wird nun der Algorithmus aus Abschnitt 3.4 ausfiihrlicher dargestellt. Die inneren Variablen
werden in einen Vektor der Lénge N, = dim(w) geschrieben. Es ist R, = 0 mit dem Newton-
Verfahren zu l6sen. Fiir jeden Newton-Schritt wird eine QR-Zerlegung von 0, R,, durchgefiihrt,
mit der das Gleichungssystem

No,
D (0uR.)ij(6w); = (Ru)i i=1,2,...N,. (6.10)

=1

geldst wird. Der Losungsvektor dw wird nach Voigt (C.13) skaliert. w wird mit dw aktualisiert.
Nach der Konvergenz des Verfahrens auf der unteren Stufe wird ein Newton-Schritt auf der mitt-
leren Stufe zur Losung von R, = 0 ausgefithrt. Dazu ist zuerst ein Gleichungssystem mit der
gegebenen QR-Zerlegung aus letztem Newton-Schritt (6.10) zu l6sen,

2

w

(awa)ij(daw)j = —(8aRw)Z«, = 1,2,...Nw, (611)
1

<.
Il

wobei der Losungsvektor dow nach Voigt (C.13) skaliert wird. In (6.11) wurde (C.128) angewendet.
Damit kann ein Newton-Schritt mit dem Inkrement o = —(d,Ry) ! Ry mit

Nw

daRy = Y (QuRy)i(daw); + OaRey (6.12)

=1

ausgefiihrt werden. a wird mit da aktualisiert. Dieses gestaffelte Verfahren wird bis zur Konvergenz
auf der mittleren Stufe fortgesetzt.

6.2.2 Tangenten fiir global stetige Variablen

Es wird nun das Verfahren aus Abschnitt 3.5 in eine grolere Systematik gebracht, um auf einheitli-
che Weise die vollsténdigen Ableitungen aus der linken Spalte der Tabelle (6.2) zu berechnen. Fiir
die Losung des lokalen Problems wurden bereits ., R,, und 9,, R4 programmiert. do Ry (6.12) und
dow (6.11) wurden berechnet.

1. Es wird (C.128) angewendet, um dzw zu erhalten. Die Voraussetzung R, = 0 ist erfiillt.
Dazu werden Nz (6.1) Gleichungssysteme mit der aus (6.10) gegebenen QR-Zerlegung gelost.
Die Losungsvektoren sind die k-te Spalte von dzw:

2

w

(0.R.)ij(0zw)jr = —(0zRu.)iw, i=1,2,...No, k=12, Nz (6.13)
1

.
Il

Die Losungsvektoren sind nach Voigt (C.13) zu skalieren.

2. Es wird nach der Kettenregel die vollstandige Ableitung dz R, gebildet:

N,
(dzR¢)k = 62R¢ Z 6 R¢ 8Zw jk k=1,2,...Ng. (614)
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3. Es wird (C.128) angewendet, um dza zu erhalten. Die Voraussetzung R, = 0 ist erfiillt:
(dza)y = — (doRy) " (dzRy). (6.15)
4. Es wird die vollsténdige Ableitung dzw gebildet:

(dzw)jk = (azw)jk+(daw)j(dza)k 7=12,...N,, k=1,2,...Nz. (6.16)
dzw gehort zu den gesuchten vollstindigen Ableitungen (6.2).
5. Es wird die vollstéindige Ableitung dz F* zusammengesetzt. Es gilt Npr = dim(FP):

Nw
(dzFP)mi = (02F®)mi + Z(awFp)mj(dZw)jk + (doFP)m(dzat)g,
J=1
m:17...Npp, k:].,...Nz.

(6.17)

Dieser Schritt ist an die Verwendung des Residuums (3.16) gebunden. Fiir F? als innerer
Variable ist dz F® bereits die erste Zeile von dzw.

6. Es wird die vollstindige Ableitung dzS zusammengesetzt. Es gilt Ng = dim(S):

Nw
([Az8)mr = (028)mk + D _(08)mj(dzw)je, m=12,...Ng, k=12,...Nz (6.18)
j=1

Es wird dz F® iiber die Matrix (G) (A.8) hinzugefiigt, vgl. fir Z = C (1.30):

Npp

(dz8)me = dzsmk-‘rz Jmi(dzFP)jn, m=12,...Ng, k=1,2,...Nz. (6.19)

Daraus wird dzS bestimmt, vgl. fir Z = C (1.30), wobei alle Indizes auler & nach Ein-
stein’scher Summationskonvention laufen:

(dzS)

sk = FZ.I; (dZS)qu wi s k=1,2,...Ngz. (6.20)
s (C.10) bezeichnet die Abwicklung der Tensorkomponenten. Dies ist die einzige Stelle im

Algorithmus, an der die Matrix-Vektor-Schreibweise verlassen wird.

7. Fiir den Quellterm in der Thermoelastoplastizitét H = Hj,_,, — Dint miissen die partiellen
Ableitungen dzH, 0,H, 0, H programmiert werden. Die vollstéindige Ableitung lautet

Nu Npp
dzH)e = (OzM)k+ Y _(0uH);(dzw)jk + (OaH)(dze) + > (OprH);(dzFP)jn, (6.21)

wobei dz FP (6.17). Der letzte Term tritt nur bei Verwendung des Residuums (3.16) auf. Fiir
FP als innerer Variable ist dz F® bereits die erste Zeile von dzw.

6.2.3 Reduzierte, einstufige Alternative

Das Verfahren aus den Abschnitten 6.2.1 und 6.2.2 lisst sich so vereinfachen, dass die untere Ite-
rationsstufe wegfillt. Das numerische Verfahren bekommt dadurch Eigenschaften einer Fixpunk-
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titeration. Weil kleinere Zeitschritte notwendig sind, wird die verkiirzte Rechenzeit jedoch wieder
ausgeglichen.

Die Residuen R,, sind so zu formulieren, dass R,, = 0 immer erfiillt ist und dass J,, R, die Einheits-
matrix ist. Dadurch entfillt (6.10), und es gilt statt (6.11) dow = —04R,,. Das Newton-Verfahren
auf der mittleren Stufe (6.12) bleibt unveréndert erhalten.

Bei der Tangente entfillt die Losung der Gleichungssysteme (6.13). Stattdessen gilt Ozw = —0z R,,,.
Das weitere Verfahren bleibt unverdndert. Die geforderte Vereinfachung ist nicht fiir die Formulie-
rung des Residuums in Abschnitt 3.3.4 moglich.

Evolutionsgleichung direkt (Abschnitt 3.3.1)
Das Residuum Rpr = F} | — F} — AyOs¢F?%, (3.12) wird so vereinfacht, dass Rpe = 0 immer
erfiillt ist und dass Opr Rpe = 1 (C.5) gilt. Dazu wird ds,¢ FP = (95 FP)° als Konstante aufgefasst
und F}_ | als Funktion von a geschrieben, F) (o) = F} 4+ Avy(«) (056 FP)° (3.11), so dass mit
Rpr(a) = FP, (a)— F? — Ay(a) (0s0F?)° =0 (6.22)
alle Forderungen erfiillt sind. Es gilt
OoRpr(a) = —Ay(a)(9n0F?)’,

OzRpr(a) = —Ay(a) (8%2(251’5)0. (6.23)

Die Konstanten (9x¢F?)? und (8%Z¢F5)0 werden zu Beginn der Iteration zur Losung von Rg = 0
mit den bekannten Daten berechnet.

Mit Exponentialfunktion und F® als innerer Variable (Abschn. 3.3.2)

Das Residuum Rpr = F? —exp(Ay9s¢)FP (3.15) wird vereinfacht, indem ds¢ = (95¢)° als Kon-
stante aufgefasst wird und F? als Funktion von « geschrieben wird, F? (o) = exp(Avy(a)(9s¢)°)FP,
so dass mit

Rpe(a) = F2(a)—exp (Ay(a)(959)°) FE (6.24)
alle Forderungen erfiillt sind. Es gilt (C.99)

daRpo(a) = —oxp (Ay(@)(356)°) 0 Ay ()(d56)° o F¥,

azRFp(Oz) = —eXp/ (A’y(a)((?z(b)o) ° A,y<a)(8%2¢)0 OFrpz' (625)

Die Konstanten (BEQS)O und (8%2@0 werden zu Beginn der Iteration zur Losung von Ry = 0 mit
den bekannten Daten berechnet.

Mit Exponentialfunktion und C° als innerer Variable (Abschn. 3.3.3)

Das Residuum Ree = CS — e TC**e™! (3.16) mit e = exp(Ayds¢) wird so vereinfacht, dass
R = 0 immer erfiillt ist und dass dce Ree =1 (C.5) gilt. Dazu wird ds,¢ = (956)° als Konstante
aufgefasst und C¢ als Funktion von a geschrieben, C$(a) = e~ T (a)C* e~ (a), so dass mit

Ree(a) = Ci(a) —e T(a)Ce a) (6.26)

alle Forderungen erfiillt sind. Es gilt (C.99)
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8aRce(a) — 7(67T)/ o A71(82¢)0 o Ce*e—l o efTCe*(e—l)/ o A’)//(ag(ﬁ)o,
dzRce(a) = —(e77) 0o Ay (8250)° 0 C™e ! —e TC(e™!) 0 Ay (8350)" (6.27)

—e T9,C*"ce .

Die Konstanten (956¢)° und (8%2417)0 werden zu Beginn der Iteration zur Losung von R4 = 0 mit
den bekannten Daten berechnet. Der letzte Term ist fiir Z = C ungleich Null. dcC*®* berechnet
sich aus (C.39) mit F? = F?.

Vernachlissigung des plastischen Spins (Abschnitt 3.3.5)

Das Residuum Rce = C+2A7, sym [C05¢]—C*°* (3.21) wird vereinfacht, indem sym [C0x¢] =
(sym [C%O5¢])° als Konstante aufgefasst wird und C¢ als Funktion von a geschrieben wird,
CS(a) = —2A7v.(a) sym [C0x5¢] + C*, so dass mit

Ree(a) = C(a)+2A7.(a) (sym [Co0ng¢])’ — C (6.28)

alle Forderungen erfiillt sind. Es gilt

doRoe(a) = 2A%.(a) (sym [COsg)])°,

) 0 . (6.29)
OzRce(a) = 2A7.(«) (sym [C*aézqﬂ) —05C

Die Konstanten (sym [CS9x¢])’ und (sym [CS0%5¢)] )0 werden zu Beginn der Iteration zur Losung
von Ry = 0 mit den bekannten Daten berechnet. Der letzte Term ist fiir Z = C ungleich Null.
0cC®* berechnet sich aus (C.39) mit F* = FP.

6.3 Diskretisierung in der Zeit

Die Diskretisierung im Raum steht in Abschn. 1.1.

6.3.1 Zeitschema

Auf dem Zeitschritt At,, = [tn,tn41] sind zum Zeitpunkt ¢, alle Grofen w,,wn,... gegeben.
Die Groflen zum Zeitpunkt ¢,,1 werden in einer Iteration berechnet. In der Iteration (k) sind
die Grofien ugbk_fll),wgf _;11), ... bekannt. Aus ihnen werden die Groéflen zum Zeitpunkt ¢, mit

¥ € [0, 1] interpoliert, also z. B.

Wp49 = Wi = ﬂw;’j__ll) + (1 - 19)(417, (630)

Der Index * bezeichnet die linear interpolierte Zwischenkonfiguration.

Der Parameter 9 € [0,1] legt fest, wo innerhalb des Zeitschritts die Diskretisierung in der Zeit
erfolgt. Fiir ¥ < 0.5 ist das Schema instabil. Mit der Wahl ¥ = 0.5 bleibt die Energie erhalten. Die-
se Diskretisierung entspricht dem Newmark-Mittelpunktsschema. Die Konsequenz ist jedoch eine
Instabilitédt, die sich in Ostzillationen der Losung duflert. Um diese zu vermeiden, wird ¢ erhoht,
beispielsweise auf ¥ = 0.55. Damit ist eine Ddmpfung der Energie verbunden. Stabilitdt und auch
Dampfung sind fiir 9 = 1 am groten. Der Fehler, welcher aus der Dampfung entsteht, wird jedoch
erst bei mehreren Lastwechseln relevant. Fiir eine energieerhaltende Losung miissen spezielle Zwi-
schenkonfikurationen w, 19 = w(w,) # w, konstruiert werden, siche MOHR & STEINMANN [44].
Hier liegt ein Feld moglicher Modellhierarchien,

Es wird das Zeitschema auf die Impulsbilanz (1.5) angewendet. Alle gegebenen Groflen miissen an
der Stelle n+ eingesetzt werden. Dafiir gibt es jedoch mehrere Moglichkeiten. Die Diskretisierung
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von [, 1C[n]: 8§(C)dV lautet

| 36wl S(C.)dv. (631)

mit C(uny9) (C.37) und C, = IC, 41 + (1 — 9)C,, wobei C,11 = Cluny1) (C.26).

6.3.1 Bemerkung. Richtig wire auch die Wahl [, %C’(un+g)[n] : S(C(upty))dV. Sie ist je-
doch unpraktisch. Auferdem macht sie die Assumed-Strain- Formulierung unmdglich, bei der C,, #
FTF,. Falsch ist die Wahl [, 1C.[n] : S(C.)dV = [, 39C,11[n] : S(C.)dV, weil nun C und
S zu verschiedenen Zeitpunkten diskretisiert werden.

In der Linearisierung der Impulsbilanz (1.6) tritt links C(uni9)[n] = BY[n] auf und rechts
C.[Au] = 9C, +1[Au] = YBR[Au]. Die Ungleichheit BY # B® bringt den Nachteil mit sich, dass
B und auch B*® (2.56) stets zweimal erzeugt werden miissen. (1.6) lautet also

/Q%BL[n]:ch:IB%R[Au] dV—i—/Q%S:G[n,Au]dV = Gm(n)—/Q%S:BL[n]dV. (6.32)

6.3.2 Zeitableitung

Die lineare Approximation der Zeitableitung auf dem Zeitschritt At = ¢,,_1 — t,, lautet

du(t)/dt = Oyu =~ (U1 — uy)/At. (6.33)

Sie 148t sich mit w1 = (us — (1 — P)uy,) /Y auf das Inkrement [t,,, t,49] verkiirzen,

U1 — Uy (U — (1= D)up) — Uy U — Uy U — Uy
At B VAL At At (6.34)
wobei At, = 9At. Die Linearisierung der Zeitableitung lautet
o) = 2 ! A SN
( tu) = dfc C:OE(un—‘rl + CAu — un) - Kt u. (635)
. d Au) = A
v= % (:0(“n+1 + (Au) = Au. (6.36)

6.4 Eliminierung

Es wird 7 (y) (9, ¥) (6.8) mit der Zeitableitung (6.33), der Rate (6.36) und dem Zeitschema (6.30)
in der Zeit diskretisiert,

7 ()@, Ay) = b(y.) (27895, 9) + 0yb(y.) (2; 89, 9, Ay) + @), (y.) (5, Ay). (6.37)

Der erste Term b (6.7) lautet ausgeschrieben

B(y*)(éAya :(7) = ﬁ /Q ,00771 ) AU + T’2 : Au + CTA@ + THZeat(y*)[Au] dV (638)
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6.4 Eliminierung

und wird rédumlich diskretisiert,

b (Yn) (258U UR) = a7 (ML RPoMuwAvy + 15, Myy Auy, + 7Moo ABy, + T Moy (Y, ) Aus) .

Die Linearisierung und rdumliche Diskretisierung von (6.5) fithrt auf das lokale (zellweise) Glei-
chungssystem

R Kuva 22Myy | Kya Kuo K,5 Ay,
R, LM, My, | © 0 0 Awy,
Ro |+ Kau 0 Kaa Keo Kas Aa | =0, (6.39)
Re Kou + 2;Mou 0 Kea | Kee + x5;Mee  Kgp ABy,
Rp Kau KBa Kse Kss AB;,

8y5 und @ werden in den Matrizen K diskretisiert. Eine Ausnahme bildet die Massenmatrix M,,,,
welche aus @ stammt. Aufgrund dieser Zerlegung kann die Diskretisierung fiir das Primale Pro-
blem auch fiir das duale Problem (7.7) verwendet werden. Wenn die duale Losung nicht berechnet
werden soll, so kann auf die Abspaltung von Mg, und Mge verzichtet werden.

Die zusitzlichen rdumlich stetigen Variablen werden mit w = (6, B) zusammengefasst. Es gilt
also y = (u,v,0, B) = (u,v,w). Entsprechend werden die Massenmatrizen zusammengefasst:

_( Mey [ cMee 0
M= (M) M= (M0 D). (6.40)

6.4.1 Eliminierung des Inkrements der Geschwindigkeit

In (6.39) kann die Geschwindigkeit eliminiert werden, wenn fiir « und v die gleichen Ansatzriaume
verwendet werden, und wenn die Dichte py konstant ist. In diesem Fall gilt M = My, = My, = My,
Das Inkrement der Geschwindigkeit wird eliminiert, indem in (6.39) die zweite Gleichung mit po/At
multipliziert und zur ersten Gleichung addiert wird:

Ra + Kau Kaa Kaw Aa = 0 (641)

Es wird die Impulsbilanz (6.1)¢ mit n3g = 3 [, S : 9.C[ny] dV — Gewi(n,) zusammengefasst, so
dass das Residuum (6.39); Ry, = £&5M(v,41 — v,) + g lautet. Mit der Zeitdiskretisierung (6.30)

und der Zeitableitung (6.33) ergibt sich fiir die rechte Seite (6.41)
PR R = Pl L 0D Jo® D 4 (19 (k—1)
Ap +Re = At E(um—l —un) = (Jvy 1+ (1 =D)on) + (v, —vn) p +8
(6.42)

1Y 1 - o
- KOtM {At(u’EH-ll) —u,)+ (1 - 19)v£z+11) — 19vn} +g.

In (6.42) wird g zellweise assembliert. Die iibrigen Terme werden nach der Assemblierung aus glo-
balen Vektoren und der konstanten Massenmatrix berechnet. Der Block po/(At)?M + Ky, in (6.41)

muss bereits auf der einzelnen Zelle ausgefiihrt werden, wenn spéter die lokale Kontaktprojektion
auf die lokale Steifigkeitsmatrix angewendet werden soll.
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6 Systematische Linearisierung und Diskretisierung

6.4.2 Eliminierung der Enhanced-Strain-Variable

Als letztes muB die Variable Aa aus dem lokalen Gleichungssystem (6.41) eliminiert werden. Dies
erfolgt zuniichst ohne lokale Kontaktprojektion, womit die globale Kontaktprojektion (1.13) nicht
ausgeschlossen ist. Anschliefend wird die lokale Kontaktprojektion angewendet.

Ohne lokale Kontaktprojektion

Es werden nun in (6.41) alle stetigen Variablen mit x5 = (us, ws) = (up, O, By, C},) zusammen-
gefasst,

Ra + KaaAa'h + KarAmh = 07

(6.43)
R, + KeoAay + Keg Az, = 0.
Es wird Aa = —Kgal R, — K;al KazAxy, eliminiert, so dass sich das lokale Gleichungssystem
(Ko — KooK Kaz) Az, = —Ry + KoK IR, (6.44)

ergibt. Dieses lokale Gleichungssystem wird zum globalen Gleichungssystem Aj,Ax; = f; assemb-
liert.
Mit lokaler Kontaktprojektion

Die lokale Kontaktprojektion wirkt allein auf die Verschiebung und ihre Testfunktion. Um sie auf
x anwenden zu konnen, wird sie mit den Identitéiten 1 in der Form

P, 0 0 O
o _ [0 100
0 0 01
geschrieben. Es wird P, in (6.43) angewendet,
Ry, + KeeAap + KypPo Az, = 0,
" " (6.46)

P!R, + P! KyaAay, + P K, PrAT), =

Es wird wie folgt zusammengefasst: RM = KuzPus, Rm = P; Kza, Rm = P; KzzPz und §$ =
P!R,. Aus der ersten Gleichung (6.46), folgt Aa = —K,'R, — K, 'K, Az}, welches in die zweite
Gleichung eingesetzt wird,

(Rxx - Rxa K(;al Rcw) Axh = _ﬁx + Rxa K(;al Ra (647)

Dieses lokale Gleichungssystem wird zum globalen Gleichungssystem ApAx; = f;, assembliert.

6.4.3 Rekonstruktion der eliminierten Variablen

Nachdem das Inkrement Ax;, als Losung des globalen Gleichungssystems (6.47) berechnet worden
ist, miissen die transformierten und eliminierten Variablen aktualisiert werden.

Kontakt

Die Kontaktprojektion P muss gespeichert werden, um Au = PAu (1.11) aus der lokalen Basis in
die globale Basis zuriickzutransformieren.
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6.4 Eliminierung

Enhanced-Strain-Variable

Es wird a; mit Aay aktualisiert. Um Aa = —K;al R.

—17 . .
— K, KazAxp, berechnen zu kénnen, miissen

auf jeder Zelle die lokalen Matrizen K;al und Rax und der Vektor R, gespeichert werden.

Geschwindigkeit

(k)

Aus dyu = v (6.1)5 folgt =7 (u,y; — un) — 19’02’21

aktualisierte Geschwindigkeit
1-9
)

(k)

k 1
’U( ) = (’u’n+1 -

n+l IAL

Up) +

v,

+ (1 = 9)v, = 0 und damit die mit ug:)_1

(6.48)
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7 Fehlerschatzung und automatische Modellwahl

Auf das Gesamtproblem (6.3) ldsst sich die Theorie der dual-gewichteten residualen Fehlerkontrolle
anwenden. In der Theorie kénnen der Modell- und der Diskretisierungsfehler abgeschétzt werden,
wobei ein Zielfunktional iiber die duale Losung fiir eine Gewichtung sorgt. Die Modellwahl und
Netzverfeinerung erfolgt dann so, dass unter der Voraussetzung kleiner Fehler Modell- und Diskre-
tisierungsfehler ausbalanciert werden. Dieser theoretische Rahmen wird dargestellt.

In dieser Arbeit wird jedoch auf die adaptive Netzverfeinerung und auf die zielorientierte Feh-
lerschitzung verzichtet. Im Zentrum steht zuerst die grundlegende Frage, fiir welche Modellhierar-
chien in der Elastoplastizitéit eine adaptive Modellwahl iiberhaupt sinnvoll ist. Die Antwort lautet:
fiir Probleme, bei denen Lokalisierungen auftreten. Die Lokalisierungen gehen einher mit der iso-
tropen Verfestigung, welche sich als heuristischer Fehlerindikator verwenden lésst.

Bei aller Theorie bleibt die Darstellung des dualen Problems hier letztlich an der technischen und
konstruktiven Oberfliche. Ein umfassende mathematische Darstellung ist bei BLuM & SUTTMEIER
[13] und MEIDNER [38] zu finden.

7.1 Erweiterung der Funktionenraume um die Zeit

Es wird von der Zeit 0 bis zur Zeit T' gerechnet. Das Zeitinterval I = (0,7), 0 < T < oo wird in M
Zeitsegmente Iy, I = Ui\il I, zerlegt. Es werden Funktionenriume eingefiihrt, welche gegeniiber
V als weitere Dimension die Zeit haben:

Y = {y €V, ystetig in der Zeit},

y9 = {y €W,y stetig in der Zeit}, (7.1)
Y := {y €V, ykonstant auf jedem Zeitsegment} ,

Yo = {y €V, vy konstant auf jedem Zeitsegment} .

Die entsprechenden rédumlich diskretisierten Funktionenrdume werden mit Vi, Vo, (1.4) als Y,
Yo.n, Yn und Vo, bezeichnet. Es wird das innere Produkt (-,-) : V x ¥V — R eingefiihrt. Dieses
lautet fir y,y € V

©.9) = [wmtvom OB+ CiCaV (7.2)
Mit der Schreibweise fiir y € Y, y € 370,

(v.9)1 = / w.o)dt, )@ = / Fy)(@) dt,

I

_ (7.3)
bw)Ow.9) = [ Bw)Ow.p)d  aw)(@) = [ aly)()at
I I
lautet (6.6): Gesucht wird y € ), so dass
ry)(@) = b)(9y,y)+aly)(y) =0, Vye. (7.4)

Weil y unstetig in der Zeit ist, zerfillt (7.4) in M Einzelschritte (6.6), die auf jedem Zeitsegment
zu 16sen sind.
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7 Fehlerschitzung und automatische Modellwahl

7.2 Zielfunktional, primales und duales Problem

Es wird nun ein Zielfunktional J(y) eingefiihrt, welches minimiert werden soll. Uber das Zielfunktio-
nal kann der Fehler in einem Teilgebiet oder in einem einzelnen Punkt wéihrend eines Zeitsegments
oder zu einem Zeitpunkt minimiert werden. Das Zielfunktional und das Residuum (7.4) werden in
einem Lagrange-Funktional vereint:

L(y)(z) = J(y)+r(y)(z) = min! (7.5)

Hier ist z € Y (7.2); der Lagrange-Multiplikator oder die duale Losung. Die Losung y € Y ist
mit (7.4) bereits eindeutig festgelegt. Das Zielfunktional soll minimiert werden. Deshalb ist die
Lagrange-Formulierung dquivalent zu J — min und r = 0. Die verschwindenden Ableitungen von
L sind die Bedingungen fiir die Stationaritéit: Die Ableitung nach z ergibt wieder das primale
Problem (7.4),

(0:L(y)(2).y); = ry)(®) =0, Vye, (7.6)

die Ableitung nach y hingegen ergibt das duale Problem

(0yL(y)(2),9); = (J'(),9);+7'(y)(2,9) =0, Vye . (7.7)

Um das duale Problem 16sen zu kénnen, miissen alle globalen Steifigkeitsmatrizen aus dem prima-
len Problem gespeichert werden, weil die duale Lésung vom Endzeitpunkt beginnend riickwérts in
der Zeit berechnet wird.

Die Losung (y,z) € Y x Y dient allein zur Referenz. Tatséchlich berechnet wird die im Raum
diskretisierte Losung (Y,,n, 2mn) € Y X M, fiir die meist ein gegeniiber dem Referenzmodell re-
duziertes Modell verwendet wird. Die Losung wird also mit dem Residuum 7, # r berechnet,

7/.WL(ymI‘L)(:’g) = Oa (8yJ(ymh)7 'y)[ + 7n;n(ymh)(’zmh, @) = Oa V?} € yO,h- (78)

Der Index h steht fiir die Diskretisierung der Losung im Raum und der Index m steht fiir die Wahl
eines Modells, welches verschieden vom Referenzmodell ist. Es wird also der Diskretisierungs- und
der Modellfehler beriicksichtigt.

7.3 Diskretisierung des dualen Problems

Das duale Problem (7.7) lautet mit (6.8)

(ay‘c(y)(z)v g)[ = (J/(y)v :T/)I + b(y)(atgv Z) + ayb(y)(atya z, y) + a/(y)(z, :T/) = 0; v@ € 5)0~
Es wird mit der Zeitableitung (6.33) und dem Zeitschema (6.30) diskretisiert. Es gilt At = Ij.

Dabei wird aus Platzgriinden die Abkiirzung a(y)(0:y, 2,9) = 9,b(y)(01y, 2,y) + @' (y)(2,y) ver-
wendet. Ausgeschrieben fiir alle Zeitinkremente lautet das duale Problem

(J/<y*)7’y1)jl + l_)(y*)(,gl_,go,zl) + a(y*)(jfll(yl_yo)7zlvgl)j1

+...

(I (y) 9" )Y+ by )@ -9 RN+ aly) (W -y 2R R L
H (), yP I+ by ) -yt M)+ aly) (5 (T - YR 2 g ) Ly
+...

+(J'(y.), ") In + by @M M2+ aly ) (5 M M), 2 g ) Iy
=0.
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7.4 Dual-gewichtete Fehlerkontrolle

Es wird nach y* geordnet, womit sich ein zeitabhingiges Problem ergibt, welches in der Zeit
riickwérts lauft:

0 = (J'(y), ¥)I" +b(y,)(z" — 2" g + 0,b(y.) (y" — ¥* 1, 2% 9%) + d/ (y,) (2", y*) 1"

Es wird mit gegebenem z**! die aktuelle Losung z* berechnet. Die Komponenten der dualen
Losung werden mit z = (u,,v,,w,) bezeichnet. Der Vergleich mit (6.39) zeigt, dass der Vektor
der gegebenen Residuen durch

F:{“ Nk 1 0 poM 0 ugE
Ry = (J )h At X 0 0 Yzn (7.9)
Ru MEL 0 My k1

zu ersetzen ist, wobei (yF)! (J')Z = (J'(y.),y*)I*. Mit diesen Residuen wird nun wie in (6.41)
das Inkrement der Geschwindigkeit eliminiert:

A v@ + Ry Kuw + atzM - Kua Kuw Uz,
Ra + Kau Kaa Kauw Aa | =0 (7.10)
Rw Kwu + ﬁMwu Kwa wa + ﬁMww w];,h

Mit den Bezeichnungen z. = (u.,w.) und R, = (po/Atlv?U + Ry, ﬁw) sowie R, = 0 (7.9) wird nun
wie in (6.44) Aa eliminiert:

Das Gleichungssystem mit lokaler Kontaktprojektion (6.47) lautet
(Rmm - RzaK;alRar) 5’2,;1 = _P;Rw (7.12)

Die duale Lésung u uz 1, liegt in den lokalen Koordinatensystemen vor und muss mit u® an="P uz h
auf globale kartesische Koordinaten transformiert werden. AnschlieBend ist die duale Geschwin-
digkeit v¥ , wie in (6.48) zu rekonstruieren.

Es ist also beim Losen des primalen Problems fiir jeden Zeitschritt die globale Steifigkeitsmatrix
Ap, zu speichern. Diese wird unverdndert geméf (7.12) fiir das duale Problem verwendet. Fiir die

rechte Seite sind fiir jeden Zeitschritt die globalen Vektoren (J /)z und die Massenmatrizen Mfw
zu speichern. M und M,,,, sind konstant und miissen nur einmal gespeichert werden. Es werden

der globale Vektor %RU +R, = (J’)i (J')v h M v [ kbl At k“} und entsprechend

R, aus den Daten in (7.9) berechnet. Die KontaktprOJektionen P! miissen fiir jeden Zeitschritt
und jeden aktiven Knoten gespeichert werden, um die rechte Seite von (7.12) zu berechnen und

~k .
um u, j, zu transformieren.

7.4 Dual-gewichtete Fehlerkontrolle

Fiir die exakte Losung & = (y,z) aus (7.6) folgt r(y)(z) = 0. Fiir die approximierte Losung
&b = Ymns Zmn) aus (7.8) hingegen verschwindet das Residuum r nicht. Das Lagrange-Funktional
(7.5) fiir beide Fille lautet

Ly)(z) = J(y),

L(Yn) (Zmn) Ty, )+ (Y, (Zmn)- (7.13)
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7 Fehlerschitzung und automatische Modellwahl

Es wird mit (7.13) der Fehler im Zielfunktional gebildet,

JY) = JYmn) = LOY)(2) = LYmp) (Zmn) +7(Yn) (Zmn)- (7.14)

Der Fehler im Zielfunktional soll nun mit der bekannten Losung &,,,;, approximiert werden, um ihn
kontrollieren zu kénnen. Dazu werden die Fehler ey, =y —y,,;, €. =2 —2zmpund e =§ &, =
(ey,e.) eingefithrt. Mit £(€) = L(y)(z) wird (7.14) umgeformt,

rt /O DAL, + Ae) dA

(7.15)

1
+5{0] _ LEmrr+0| _ LEmt+re)}+R,

rt 3 L))+ L Em) ()} + R

Aus der Approximation durch die Trapezregel in der dritten Zeile entsteht das Restglied R.
Die Ableitungen in der letzten Zeile werden nach y und z aufgespalten, £'(€)(e) = (9,L£(£), ey) +
(0.L(€),e,). Der erste Term ist das duale (7.7), der zweite das primale Problem (7.6),

(0yL(€).en) = (0yJ(y),ey) + 7' (y)(2,€y) =0,
(0:L(§),ez) = r(y)(e:) =0.

Ebenso werden beide Terme aus £'(§,,,,)(e) = (0yL(&,.1), €y)+(0-L(,,1,), €-) betrachtet. Es wird
nun r durch r,, (7.8) approximiert,

(7.16)

Oy L&) €n) =

Oy T (Yran)s €y) + 7" (Ypn) (Zmns €y)
~ (0

Ym
T (Yn)> Y) + 700 (Yr) (Zens ¥) = T (Yn) (Zmis Y), (7.17)
(azﬁ(gmh)»QZ) = T(y )( )Nrm(ymh)(z)~

y und z bleiben iibrig, weil (7.8) von y,,;, und 2z, als Testfunktionen erfiillt wird. Wenn der
Modell- und der Diskretisierungsfehler klein sind, so kann das Restglied in (7.15) vernachléssigt
werden und die Niherung r,,, & r in (7.17) verwendet werden. Es lautet dann die Approximation
des Fehlers im Zielfunktional (7.14)

J(y) - J(ymh) ~ T(ymh)(zmh) + % {Tm(ymh)(z) + T:n(ymh)(ZMfH y)} . (718)

Dieses ist die zentrale Gleichung zur dual-gewichteten Fehlerkontrolle. Die Auswertung des ersten
Terms liefert Indikatoren fiir den Modellfehler, die letzten beiden Terme liefern Indikatoren fiir
den Diskretisierungsfehler. Die Steuerung der Netzverfeinerung und der Modellwahl entsprechend
der Grofie der Indikatoren minimiert den Fehler im Zielfunktional J(y) — J(y,,,) auf optimale
Weise. Die berechnete Losung weicht dann also geringstméglich von der exakten Losung ab, wobei
jedoch das Zielfunktional bestimmte Eigenschaften der Losung in der Bewertung herausheben kann.
Auflerdem konnen Modell- und Diskretisierungsfehler ausbalanciert werden.

Soweit die Theorie. Es stellt sich die Frage, ob die Voraussetzung kleiner Fehler in dieser Arbeit
iiberhaupt erfiillt wird.
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7.5 Indikator fur den Modellfehler

Es wird nun nur der Indikator fiir den Modellfehler betrachtet. Es ist das Residuum r(y,,)(zm)
(7.18) der aktuellen Losung zum Referenzmodell im Zeitpunkt ¢ auszuwerten, so dass auf jeder
Zelle Q. ein Fehlerindikator I, heranwéchst:

t N
) En) = [ ) ) dr = Y ) () At
0 n=1
N N (7.19)
= Y Y AL< Y > |AL|= ) L.
n=1Q.€Q Q.eQn=1 Q.eQ
Das Residuum 7 (6.2) wird mit y,, = (u,v,a,©, B,C®) erneut hingeschrieben:
Fy)(g) = / {c?eGRAD [C°]-C™' -GRAD[¢] - ¢§"(C°—C°) : ¢
Q
+PGRAD[B]-C™'-GRAD[¢] - cB(B-B) : ¢ (7.20)

de
ter— + kGRAD [r] - C™' - GRAD [0] + 7(HS o0y — Dmech — R)

+S5:9,Cla]l + (Oyu — v) - My + podrv(u) - 1y +%S : 8uC[n2]} AV — Gezt(n5).

Die Auswertung erfolgt zum Ende der Rechnung auf jedem Zeitschritt, wenn mit Ry =0, R, =0
und 7, (¥,,,)(g) = 0 das Gleichgewicht erreicht ist. Weil y,, wihrend der Auswertung konstant ist,
entfillt in (7.20) der Term (O;u — v) - n;. Das Residuum 7, kann so aussehen wie (7.20) und sich
nur in der Anzahl der inneren Variablen, wobei hier nur die kinematische Verfestigung in Frage
kommt, und z. B. in der Flielfunktion unterscheiden. Das Residuum kann im einfachsten Fall auch
einfach nur 7, (y) () = [, podrv(w) -my+ 358 : 9,CMy] AV — Gege(n,) lauten. Es muss nun fiir das
Residuum 7 das Gleichgewicht auf den unteren beiden Iterationsstufen hergestellt werden. Indem
R4y = 0und R, = 0 erreicht werden, #indern sich die inneren Variablen w = (C®, B, ...), die rechte
Seite HS,,.¢» Dmecn und auch S in (7.20). Im genannten Minimalfall miissen vor der Auswertung
die Enhanced-Gradient-Variablen B und C° aus B und C° mit einer lokalen Ly-Projektion und
anschliefender Mittelung der Werte in den Knoten berechnet werden.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass zum Referenzmodell gewechselt und die rechte Seite des
globalen Gleichungssystems anschlieflend erneut gebildet wird.

Das Skalarprodukt aus dem Vektor der rechten Seite und dem Vektor der dualen Losung z,, ,
ist das gesuchte Inkrement in (7.19). Um es als Fehlerindikator verwenden zu kénnen, miissen
die Beitrige zum Skalarprodukt in jedem Knoten auf die angrenzenden Zellen verteilt werden.
Die Betrige der Inkremente des Indikators |Al| auf der Zelle e werden jeweils zum Indikator I,
addiert. Die zellweisen Indikatoren I, geben einen Hinweis auf den entstandenen Modellfehler und
dienen als Kriterium fiir den Modellwechsel.
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8 Algorithmus

Die Elastoplastizitét ist mit dem Kontaktproblem, der Gemischten und Solid-Shell-Formulierung
algorithmisch verwoben. Hinzukommt die dynamische Formulierung. Innerhalb des Algorithmus
wird das Gebiet in elastische und plastische Bereiche zerlegt und der Kontaktrand identifiziert. Dies
geschieht nach einem Verfahren, das sich als Operatorzerlegung bezeichnen lisst. Der Algorithmus
bezieht sich auf ein statisches FE-Netz. Die Darstellung beschréankt sich auf die Verschiebung als
einziger globaler Variable. Der Modellwechsel erfolgt wihrend der elastoplastischen Iteration.

8.1 Vorbereitung vor Beginn der Rechnung

Vor dem Beginn der Rechnung, also zum Zeitpunkt ¢ = 0, konnen Konstanten berechnet werden,
die allein von der Geometrie der unverformten Zelle und der Quadraturordnung abhéngen. Diese
miissen in jedem Quadraturpunkt gespeichert werden.

o Fiir die Assumed-Strain-Formulierung sind dies die Abbildung AP (2.49) und der konstante
Tensor zweiter Stufe C**(1) (2.50).

e Fiir die Enhanced-Strain-Formulierung wird B®® (2.36) berechnet.

e Auflerdem wird die globale Massenmatrix M fiir die dynamische Formulierung benétigt.

8.2 Speicherbedarf wahrend eines Zeitschritts

e In jedem Quadraturpunkt werden F',,, F', 11, C,, und C,, ;1 gespeichert. Fiir die Elastopla-
stizitidt werden die innere Variablen (o, wy,) und (ap41,wn 1) gespeichert.

e Fiir die Enhanced-Strain-Formulierung miissen auf jeder Zelle die Matrizen Ky, Kg, und K,
sowie die Vektoren R; und R, gespeichert werden.

e Fiir das Kontaktproblem wird in jedem aktiven Knoten die lokale Kontaktprojektion P (1.11)
gespeichert.

8.3 Unterteilung der lIterationen auf dem Zeitschritt

Es wird die Losung auf dem Zeitschritt At = [t,,,t,,11] berechnet. Gegeben sind die Verschiebung

U510+)1 = Uy, die Geschwindigkeit /US)J)rl = v, die Deformation F510+)1 =F,, C510+)1 =C,.

1. Elastische Iterationen

Zuerst wird rein elastisch gerechnet. Es wird das FlieBkriterium also nicht abgefragt. Die
inneren Variablen bleiben konstant. Fiir das Kontaktproblem werden die Iterationen der
elastischen Rechnung weiter unterschieden:

Nur in der ersten Iteration k& = 0 werden Knoten nach dem geometrischen Kriterium aktiviert,
falls im Laufe der Iteration ein Knoten das Hindernis durchdringt, so wird er nicht beachtet.
Stattdessen konnen in der Iteration k£ > 0 Knoten deaktiviert werden, deren Kontaktkraft
abhebend ist. Die lokale Projektion P(®) wird in jeder Iteration aktualisiert. Es werden also nur
in der ersten Iteration inhomogene Randbedingungen aus der Verschiebung des Hindernisses
aufgebracht. In folgenden Iterationen treten nur homogene Randbedingungen auf, weil keine
weiteren Knoten aktiviert werden.
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8 Algorithmus

Elastoplastizitét Kontakt
Iteration || Aktivieren/Deaktivieren || Aktivieren/Deaktivieren | Tangentialebene
PhaseI | 1 - nur Aktivieren moglich variabel
2, 3.. - nur Deaktivieren moglich variabel
Phase IT | 1 nur Aktivieren moglich - konstant
2, 3.. - - konstant
Tabelle 8.1: Es werden wechselseitig Freiheiten gesperrt, was sich als Operatorzerlegung auffassen
l&sst.

2. Aus der elastisch berechneten Deformation 051121 wird die Spannung berechnet, mit der das
FlieBkriterium abgefragt wird, und welche auf die FlieBfliche projiziert wird. Wenn kein Kon-
taktproblem gerechnet wird, sondern dynamische Randbedingungen oder dynamische duflere

Krifte gegeben sind, so reicht eine einzige elastische Iteration aus, um C’gﬂl bereitzustellen.

3. Elastoplastische Iterationen
Von nun an diirfen Knoten nicht mehr freigelassen werden. Die lokalen Projektionen P(©) blei-
ben konstant. Die aktiven Knoten kénnen weiterhin in der nun festgelegten Tangentialebene
gleiten. In der ersten Iteration kpp = 0 wird das FlieBkriterium abgefragt. Die Quadra-
turpunkte werden in elastische und plastische unterteilt. Im weiteren Verlauf der Iteration
wird diese Unterteilung nicht verdndert. Fiir die plastischen Quadraturpunkte wird in jeder
Iteration das lokale Problem gel6st und die algorithmisch konsistente Tangente berechnet.

4. Bei Scheitern Halbierung des Zeitschrittes t,4+1 = t, + 3 At, ansonsten Aktualisierung ¢,, =

mod

tn+17 tn—i—l =ty + At7 Up = Up41, Un = Unii, Fn = Fn+17 Cn = Cn+1-

5. Verschiebung des Hindernisses und/oder Veréinderung der duleren Krifte

8.3.1 Bemerkung. FEs miifite korrekterweise eine weitere Iterationsschleife geschaffen werden:
Elastische Quadraturpunkte, die nach der Iteration das Fliefkriterium verletzen, miissten als pla-
stisch markiert werden. Plastische Quadraturpunkte, in denen nach der Iteration der Multiplikator
A~y negativ ist, miissten als elastisch gekennzeichnet werden. Es miisste solange iteriert werden, bis
keine solche Korrektur mehr erforderlich ist. Es bleibt hier eine offene Frage, wie grof3 der Fehler
durch diese Vereinfachung des numerischen Verfahrens ist.
Das gleiche gilt fiir das Kontaktproblem, wo inaktive Knoten erst im Laufe der Iteration das Hinder-
nis durchdringen kénnen, und aktive Knoten erst wihrend der plastischen Rechnung eine abhebende
Kontaktkraft erhalten konnen.

8.4 Darstellung der Iteration (k)

1. gegeben: Verschiebung u,,,

(k)
un+17

Geschwindigkeit v,,, !

k)
n+1»

2. Assemblierung: Lauf iiber alle Zellen 2. C Q:

a) Aktualisierung der Deformation: Fiﬂ =1+ GRAD [u(k) ]’
Cnp1 = F£+1Fn+1

b) Assumed- und Enhanced-Strain: Cl'0{ =
BaS’L, BaS’R, Gas.

n+1

C*(Crut) + B [ans],

Fn7 C’na an
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8.4 Darstellung der Iteration (k)

¢) Die Initialisierung des lokalen Problems erfolgt mit C,,, C?_f‘f, (0tn, wy) und (Qp41, ‘-"5111)1)-

Das Ergebnis der Losung des lokalen Problems (s. Abschnitt 3.4) sind die aktualisierten

inneren Variablen (agﬁl)7wgﬁl)), die Spannung S und die algorithmisch konsistente

Tangente doS. Wenn in einem Quadraturpunkt keine Konvergenz vorhanden ist, so
wird der gesamte Zeitschritt abgebrochen.

d) Aufbau der lokalen Steifigkeitsmatrix mit S, do S, B®, B2%L, Bas:E G2s.
e) Das lokales Gleichungssystem (2.44) wird zur globalen Steifikeitsmatrix addiert:

Ale) (Kdd - KdaK;al Kad) )

8.1
f© = —Ry+ KawK IR, ®1)

Die Matrizen K,(fa) und Kffd) und der Vektor Rfle) werden gespeichert.

f) Lokale Kontaktprojektion (6.47)

g) Addieren von A und € zur globalen Steifigkeitsmatrix A und zur globalen rechten
Seite f

3. Losen von AAu =P [f— L(ugi)_l,un, v,) |, Aktualisieren von ugbk_:rll) = uf,’;)l + Au
4. Aktualisierung der Geschwindigkeit v, 41

5. Aktualisieren von a(®) mit Aa(®) = —K{I~1R(® — Kgfl)_lelZ)Au(e)
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9 Numerische Beispiele

Es werden Beispiele mit verschiedenen Modellhierarchien gerechnet. Die verwendeten Materialpa-
rameter stehen in Tabelle D.6.

9.1 2D-Beispiel

Es wird ein Umformprozess im ebenen Verzerrungszustand geméfl Abb. 9.1 berechnet. Dabei wird
die Modellhierarchie aus Tab. 9.2 eingesetzt. Die Modellwahl wird von einem heuristischen Feh-
lerindikator gesteuert. Dieser wird von der isotropen Verfestigung geliefert, welche dort grof} ist,
wo das Material bereits stark plastiziert ist. Die isotrope Verfestigung kann im Gegensatz zu alter-
nativen Groflen (v.-Mises-Vergleichsspannung, kinematische Verfestigung) nicht wieder abnehmen
und wird selbst im einfachsten Modell berechnet. Deshalb ist sie der bestmégliche Indikator fiir
den Modellfehler, welcher kostenlos bereitsteht. An diesem Indikator muss sich ein residualer Feh-
lerschétzer messen lassen.

In Abb. 9.2 sind die Modelle 2-6 auf £ = 30% der Zellen gewéhlt und gleich aufgeteilt, so dass

Abbildung 9.1: Versuchsaufbau. Ein rechteckiges
Gebiet ist links und rechts in y-Richtung verschieb-
lich und in x-Richtung unverschieblich gelagert. Es
ist also eine Symmetrie-Randbedingung gegeben.
Zwei kreisformige Hindernisse mit Radius R =
5mm bewegen sich im Laufe des Umformprozesses
von der Ober- und Unterseite bis in die gestrichelt
eingezeichnete Position, woraufhin sie sich wieder
etwas zurilickbewegen, um vollstédndig abzuheben.
Die Verschiebung in z-Richtung ist gesperrt, so dass
es sich um einen ebenen Verzerrungszustand han-
delt. Der Prozess dauert 180 ms bis zur maximalen
Absenkung.

15.5 mm

10 mm

5 mm

L..

also jedes der Modelle 2-6 auf 6% der Zellen vorkommt. Dieses Verhiiltnis bleibt iiber den Prozess
konstant. Die Zuordnung der Modelle zu den Zellen éndert sich jedoch entsprechend der Steuerung
durch den Fehlerindikator.

Abkiirzung Eigenschaft

IY / OY isotrope / orthotrope FlieBfunktion (C.131)
KH kinematische Verfestigung 3.1

SD / TD skalar- / tensorwertige Schidigung 3.6

T Temperaturabhiingigkeit (5.43)
EGP* | EGered | Penalty- / Gradienten-Potential der Enhanced-Gradient-Form. 4

Tabelle 9.1: Aus diesen Eigenschaften werden die Modelle zusammengesetzt. Die Eigenschaft Y
allein bildet das einfachst mogliche Modell. Das Penalty-Potential verbessert die Stetigkeit der
Schédigung. Das Gradienten-Potential bewirkt eine Glattung der Schiadigung durch Diffusion.
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9 Numerische Beispiele

Modell Eigenschaften

6 Iy + T + TD + EGP* + EG&
5 Yy + T + TD + EGP!

4 Iy + T + TD

3 IY + T 4+ SD

2 Iy + T

1 IY

Tabelle 9.2: Dies ist die Modell-Hierarchie in diesem Beispiel. Die Abkiirzungen stehen in Tab. 9.1.
Die tensorwertige Schiadigung in Modell 4 ersetzt die skalarwertige Schidigung in Modell 3. Modell
5 sorgt fiir Stetigkeit der Schadigung, Modell 6 glittet sie zusétzlich. Die Hierarchie entspricht der
Neigung zur Lokalisierung. Modell 6 ist das Referenzmodell und Modell 1 das Basismodell. Die
Modelle 1-5 sind also Vereinfachungen des Referenzmodells.

In Abb. 9.3 wird das Verhéltnis £ variiert. Dazu wird der Modellfehler iiber dem numerischen
Aufwand aufgetragen. Der Modellfehler wird fiir die Verschiebung w und fiir die Schadigung B
betrachtet. Die relativen Fehler iiber die gesamte Zeit [0, 7] und zum Endzeitpunkt T lauten

6rel _ fT ||u(t) — uref(t)”Q dt erel _ HU(T) 7 urCf(T)H2
wt fT [|[wret (t)|l2 dt 7 w2 l|[wret (T)]]2

(9.1)

Gleiches gilt fiir B statt w. In Abb. 9.3 wird der relative Fehler auf den maximalen relativen Fehler
bezogen und in Prozent dargestellt.

Zum einen geht es darum, das optimale Verhéltnis £ zu finden. Dieses Ergebnis hédngt jedoch
stark vom Versuchsaufbau ab. Das eigentliche Ziel besteht darin, den Fehlerindikator zu finden,
welcher fiir die optimale Modellverteilung sorgt. Die bestmogliche Modellverteilung bedeutet, dass
die vorhandenen Ressourcen optimal eingesetzt werden, so dass mit einem kleinen numerischen
Aufwand ein kleiner Modellfehler erreicht wird.
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9.1 2D-Beispiel
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Abbildung 9.2: Es werden fiir den Prozess entsprechend dem Versuchsaufbau in Abb. 9.1 acht
verschiedene GroBen beschrieben. Oben links ist die Verteilung der sechs Modelle (Tab. 9.2) zu
sehen. Sie dndert sich wéhrend des Prozesses. Die Modellverteilung wird von der isotropen Ver-
festigung (oben rechts) gesteuert, welche als heuristischer Fehlerindikator dient. Die nicht-lokale
Schiidigung B (oben links der Mitte) wird nur auf den Zellen mit den Modellen 5 und 6 berechnet.
Die lokale Schidigung B (oben rechts der Mitte) wird von den Modellen 3-6 berechnet. Zusétzlich
wird sie dort gespeichert, wo sie im Laufe des Prozesses bereits berechnet wurde. Die Schidigung
B = B/b (unten rechts der Mitte) ist nur dort entstanden, wo mindestens das Modell 4 gewihlt
war. Die relative Temperatur © — ©g (unten links der Mitte) wird auf den Zellen berechnet, auf
denen aktuell die Modelle 2-6 vorkommen. Im Gegensatz zur isotropen Verfestigung a zeigt die
v.-Mises-Vergleichsspannung QAS (unten rechts) dank der Gemischten Formulierung keine Muster.
Alle lokalen Groflen, die also in jedem Quadraturpunkt berechnet werden, sind auf einem konstant
gefarbten Viertel jeder Zelle dargestellt. Dadurch zeichnet sich das Netz ab. Unten links wird die
Verteilung der Zellen auf die (hier acht) MPI-Prozesse gezeigt. Die aufwendigen Modelle kommen
fast nur im Bereich der Prozesse 4 und 5 vor. Hier wére eine gewichtete Verteilung der Zellen auf
die Prozesse sinnvoll. Links der Mitte sind die Kontaktkrifte des reibungsfreien Kontakts zu sehen.
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9 Numerische Beispiele
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Abbildung 9.3: Es wird nun der Prozess fiir eine Serie von Verhéltnissen £ gerechnet, und zwar
fiir die Werte 0.0, 0.025, 0.05, 0.075, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 und 1.0. Die Modellverteilung nach den
Farben aus Abb. 9.2 oben links ist fiir den Endzustand der Prozesse in der Bildleiste dargestellt.
Die Bildleiste zeigt also den flieBenden Ubergang vom reinen Basismodell links hin zum Referenz-
modell rechts. Im Graphen ist fiir jede Fraktion der relative Modellfehler {iber der relativen Zeit
der Assemblierung der Steifigkeitsmatrix aufgetragen. Die Kreise bezeichnen den Fehler in der
Verschiebung, die Quadrate den in der lokalen Schidigung. Neben dem Fehler iiber den gesamten
Prozess (fett) wird der Fehler zum Endzeitpunkt des Prozesses (hohl) dargestellt. Fiir das reine
Basismodell (¢ = 0) ist der Fehler maximal (100 %) und auch die maximal mdogliche Ersparnis
an Rechenzeit wird erreicht. Fiir das reine Referenzmodell (§ = 1) verschwindet der Fehler und es
wird keine Ersparnis erreicht. Es wére nun wiinschenswert, wenn die Kurven als Hyperbeln sich
moglichst nahe dem Ursprung néherten.

In der Legende sind fiir das reine Basismodell die absoluten Fehler angegeben. Bei der Verschiebung
geht es also um Abweichungen von 3 bis 6 %. Weil es im reinen Basismodell keine Schidigung gibt,
lautet der absolute Fehler in der lokalen Schiadigung 1.
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9.1 2D-Beispiel

9.1.1 Hierarchie aus Schadigungsmodellen

Im letzten Beispiel wurde die Fraktion £ = 1 als Referenz verwendet. Nun wird der Modellfehler auf
das Referenzmodell bezogen, so wie es der ,,reinen Lehre“ entspricht (Abb. 9.5). Der Versuchsaufbau
wird leicht verindert (Abb. 9.4). Aus der Modellhierarchie wird die Temperatur entfernt (Tab. 9.3).
Das Ergebnis in Abb. 9.6 zeigt die Proportionalitit zwischen der Ersparnis an Aufwand und dem
Modellfehler fiir den Fehler in der Variable, welche unmittelbar von der Modellwahl betroffen ist,
der Schiadigung. Der Einfluss der Schiidigung auf die Verschiebung ist in diesem Beispiel zu schwach
ausgeprigt, um hier eine Aussage treffen zu kénnen.

15 mm
£
Abbildung 9.4: Es wird der Versuchsaufbau aus
Abb. 9.1 etwas verdndert. Die Hindernisse senken
Y g sich nun 7.5 mm statt 10 mm ab. Der Prozess
L . " dauert bis zur maximalen Absenkung 180 ms.
Modell Eigenschaften
5 1Y + TD + EGP* + EG&r
4 IY + TD + EGPH
3 1Y + TD
2 IY + SD
1 1Y

Tabelle 9.3: Dies ist die Modell-Hierarchie in diesem Beispiel mit den Abkiirzungen aus Tab. 9.1

Abbildung 9.5: Es wird der Prozess fiir eine Serie von Verhéltnissen & gerechnet, und zwar fiir die
Werte 0.0, 0.025, 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 1.0 und das Referenzmodell. Oben ist die Verteilung
der fiinf Modelle aus Tab. 9.1 am Ende der Simulation dargestellt und unten die lokale Schidigung
|B — 1|/+/2 mit dem Maximalwert 0.16.
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Abbildung 9.6: Zu den Simulationen aus Abb. 9.2 sind links die Fehler iiber der relativen Zeit
der Assemblierung aufgetragen und rechts die Fehler iiber der relativen Gesamtzeit. Der relative
Modellfehler in der Schiddigung (Quadrate) fillt fast linear ab. Der Fehler in der Verschiebung
(Kreise) verlduft schlechter als linear. Der absolute Fehler ist mit 0.088 % jedoch so klein, dass er
gar nicht interessant ist. Fiir die Erkldrung der Darstellung s. Tab. 9.3.

relative Zeit

80



9.2 3D-Beispiel

9.2 3D-Beispiel

Zum Versuchsaufbau aus Abb. 2.4 werden Hierarchien mit der Gemischten Formulierung (G),
der Enhanced-Strain- (E'S) und der Assumed-Strain-Formulierung (AS) gebildet. Als heuristischer
Fehlerindikator dient der Glattungsoperator aus der Assumed-Strain-Formulierung in der Form

1C*(C) - C| (2.52).

0.035 OoY+G 9
& °
2 0.03 ® 19
5 ®. 30
= 0.025 °
2 41
) ]
g 0.02 51
= e 63
5 0.015 °
=
T("é 0.01
0.005
OY+ES
0
02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
relative Zeit

Abbildung 9.7: Es wird die Hierarchie aus dem Basismodell OY + G und dem Referenzmodell
OY + ES verwendet, wobei die Flieffunktion orthotrop ist (Tab. 9.1). Links wird die Losung aus
dem Referenzmodell (farbig) mit der aus dem Basismodell (magentafarbenes Netz) verglichen. Der
Graph zeigt den Fehler in der Verschiebung fiir eine Reihe von Fraktionen.

0.05y5G
0.045 |°® 19
0.04 .
0.035 32
0.03 o
0.025
0.02 .
0.015 63
0.01
0.005

8
.

relativer Modellfehler

IY+ES+AS

0
0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
relative Zeit

Abbildung 9.8: Im Beispiel oben wird nun die Hierarchie aus dem Basismodell 1Y + G und dem
Referenzmodell 1Y 4+ ES + AS verwendet. Die Aufsicht zeigt eine symmetrische Modellverteilung.
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A Technische Details

A.1 Partielle Ableitungen

Um die vollstdndigen Ableitungen in der linken Spalte der Tabelle 6.2 berechnen zu kénnen, miissen
die partiellen Ableitungen in den rechten Spalten programmiert werden. Bei jeder Erweiterung oder
Anderung der Modellierung ist diese Arbeit zu leisten. Im Vergleich zu den systematisch berechne-
ten vollstdndigen Ableitungen ist der Umfang und Aufwand jedoch eher gering. Die Tabelle wird
erneut hingeschrieben.

vollstandige Ableitung zu programmierene partielle Ableitungen

do Ry OuR,,, 0,Ry OaRy, 0 Ry

dz 8 0.8 0;R..07Ry, 0,8
dz(MHyeqr — Dint) Oo(Hheat — Dint) | Oa(Mfear — Dint) | 0z(Hjear — Dint)

dzw

dz FP 0, FP On FP 0z FP?

Tabelle A.1

Als ein Beispiel fiir die Ableitungen, welche zu bilden sind, wird das Residuum Rp (3.9) genom-
men. Es wird der Fall betrachtet, in dem F® eine innere Variable ist. Nach einigen vorbereitenden
Schritten,

A = —9pW —0pVn(B,B) (4.12),
OpA = —0ppW —05pV}°(B, B),
Do = —BkepW, )
dBcp(A,B) = 8Bg0+8A<p : OBA,
deep(A,B) = 0Oap:0ceA,
dppp(A,B) = 0ap:0ceA: 0 C® (C.119),
wird ein Teil von 0, R, gebildet,
8FPRB = —A’yaAgD : aCeA : anCe,
OpRp = 11— Avy(0pp+0ap:0BA), (A.2)
8akRB = 0.

A.1.1 Bemerkung. Sdmtliche Ableitungen, auch die automatisch berechneten

vollstindigen in

der Tabelle links, miissen mit Differenzenquotienten numerisch iberprift werden, weil nur so eine
Gewissheit iber die Korrektheit der Linearisierung zu erlangen ist.
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A Technische Details

A.2 Herleitung von G

Es wird G in der algorithmisch konsistenten Tangente (1.27),

T

P [G . do FP - C] | L [chP” ;C‘} SFP T L PP 'S [chP*
= A+ B,

€] (A.3)

ausgefithrt. Beide Terme werden getrennt in Indexdarstellung geschrieben, wobei (C.115) und
(C.117) verwendet werden:

1

g o oeT
L (chP) rsCrsSkme 1
" dEy, ’iq " . (A.4)

p~' 7p P NG p~ " p "l p Pt G P
= 7Fip Fqk (dCF )pqrscrsskmij = -F ij Fqk Skm(dCF )pqrsCTS7

wp

1 . = -T
Aij = (dcF® )ikrsCrsSemFy; =

pr

p~'a T . G dij P .
Bij = Fik Skm(dCF )mjrscrs = Fik Skmi(dCF )pqrsCrs

-1

-1 — —1 —1 . —1 —1 — .
= BB G B R (Ao FP) s Crs = — 8 P ER S (doFP) g Crs.
Die Summe von (A.4) und (A.5) lautet

A+ B = e ipetg et e tg g Ey G
U+ () p jm gk km T ik jp q km (C )pqrs TS

-1 -1 -1 _ —1 -1 1 . (A6)
—{FP FY SupOomFly Sk + FE, FR 60 Fh, Skm}(chP)pqrscm.

ia J

Es werden nun Tensoren ausgeklammert:

Aij + Bij = —Fﬁl—lePb_l {5ap5bmF(§)k_1§km + 5ak5pr;7;1Skm} (chp)quSCrS

= —F? FR LG (PP S+ 00y FP S b (A FP)prsC
jb ap( qk kb + bpLgm Pam ( C )qus rs

a

= —FP F L PR S+ 00y FY Sai b (A FP) s C AT
ia jb aptqr kb bptiqr Pak C pqrsCrs ( . )

= Fip;_lFﬁv_l {_F;k_l [5ap§kb + 5bp5ak] } (dcF®)pgrsCrs

-1 -1 .
= szz)z Fjpb Gabpq(dCFp)pqrsCrs-
G in (A.3) lautet also

Gabpq = _F;)]; [6ap‘§k:b + 5bp§ak] . (AS)

G ist symmetrisch in den ersten beiden Indizes. Der Tensor vierter Stufe wird als 6 x 9- bzw.
3 x 4-Matrix (G);; geschrieben. Es gilt Gijrm = (G)s,;e,, (C.10).
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B Diskretisierung der isotropen Elastoplastizitat

Dieses Kapitel bezieht sich auf die Hierarchie aus isotroper und anisotroper Elastoplastizitéit in
Abschnitt 3.2. Das isotropes Modell erméglicht die spezielle Diskretisierung in der Basis der Haupt-
achsen. Dadurch wird die Anzahl der Unbekannten reduziert. Es ist jedoch ein Eigenwertproblem
zu losen. Die Modellierung ist beschrinkt auf eine isotrope elastische Energie, eine isotrope Flie3-
funktion und weitere skalarwertige innere Variablen. Hier wird die skalarwertige Schiadigung b
verwendet. Auch bei sonst isotropen Funktionen induziert der Schidigungstensor B Anisotropie.
Gleiches gilt fiir die kinematische Verfestigung.

Die Modelle in diesem Kapitel bilden die unterste Stufe in einer Hierarchie von Modellen der Ela-
stoplastizitéit grofler Verformungen. Darunter beginnt der Bereich der kleinen Verformungen.

Es werden die Evolutionsgleichungen (3.4) LP = 705¢, & = 704¢ und b = v95¢ diskretisiert.
Ausgangspunkt sind die Diskretisierungen (3.16) und (3.21), welche beide als innere Variable C°
verwenden. Weil das Residuum (3.21) die Modellreduktion (3.7) enthilt, wird es in diesem Kapitel
als reduziertes Modell bezeichnet, wéihrend (3.16) das Referenzmodell ist.

Die isotrope elastische Energie W (C®,b) (1.14) heit im folgenden W (A%, b). Sie 148t sich in den

Eigenwerten A% von C° darstellen. Fiir eine entkoppelte Energie gilt W ()%, b) = W(Ce, b) (1.39).

Ebenso wird die FlieBfunktion ¢'*°(2) in der Form ¢(X4) = ¢**°(24) (C.139) mit den Eigenwerten
>4 von X geschrieben.

B.1 Referenzmodell

Das Residuum (3.16),
Ree = C°—e TCc™et=0, (B.1)

mit C** = Fﬁ’L_TC'*FfL_1 und e = exp(Ay9s¢(X,)) wird nun in der Basis der Hauptachsen von
C** diskretisiert. Dazu werden mit (C.18) die Eigenwerte \*2 und die Eigenvektoren N von C**
bestimmt. Es gilt also C®* = 2% _, 2N 4® N 4. Weil C¢, C**, £*, und ds:¢) kommutieren (C.9),
vereinfacht sich (B.1) im einstufigen Fall zu

OP(3%
N = xiexp(—20,2058)), B2)
o5,

wobei ¥* die Eigenwerte von ¥* sind. Es gilt ¥% = \*2S5% mit S% = 2%&;’{’)
Fall wird die Hauptachsendarstellung von (B.1) als Residuum mit den Unbekannten A% geschrie-
ben,

. Im zweistufigen

Ry = M- \fexp (—mva‘b(zB)) —0, (B.3)

O

AW (A%,b)

wobei ¥4 die Eigenwerte von X(C$,b.) sind. Es gilt ¥4 = A% 5, mit S, = 2 e
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B Diskretisierung der isotropen Elastoplastizitit

B.1.1 Evolutionsgleichung der Schadigung

AuBerdem tritt die Evolutionsgleichung b = 95 (3.4)3 hinzu, die im zweistufigen Fall in der
Form b, = b, + Ay0s5p(0.,b.) diskretisiert (6.34) wird mit §, = —9,W (N}, bs), so dass sich das
Residuum

Rb = b* — bn — A765<p(6*, b*) (B.4)

ergibt. Im einstufigen Fall darf b, nur von «, abhéingen, also

be = by + Ay0sp™. (B.5)

Osp* ist aus dem vorherigen Zeitschritt gegeben, ebenso §*. Zu Beginn des Zeitschritts wird
das FlieBkriterium mit ¢(0*,b,) und S% = 28,\3‘W()\732,bn) abgefragt, anschlieend mit 6, =
—81,W()\?4, b.). Am Ende des Zeitschritts werden 6* = §, und 9s¢* = 950 («, by ) aktualisiert. Das
einstufige Schema 148t sich nur iiber Konstanten aus dem vorherigen Zeitschritt realisieren, weil
§ = =W (N2, b,) =0.

B.1.2 Aktualisierung des plastischen Deformationsgradienten

Nachdem in Abschnitt B.3 die Lésung o, oder im zweistufigen Fall, die Lésungen c. und \%
berechnet wurden, und die Rechnung auf dem Zeitschritt beendet ist, so wird F?} 41 mit

3
1 0o(%
FPo, = > exp ((Oén+1 —an) l B)) NAi®Na o Fy (B.6)
Azl n¢ 8214

aktualisiert, wobei ¥ = X* im einstufigen Fall.

B.2 Reduziertes Modell

Ausgangspunkt ist die Modellreduktion (3.7), deren Diskretisierung (3.21) wegen der Isotropie
ohne den Symmetrie-Operator geschrieben wird,

C. = C7 —2C[A.026(2(CY)) (B.7)

mit der Konstanten C** = FP (Cy— C’,L)Fp_1 +C7, und mit Ay, = (o —ay,)/ng. Die einstufige
Formulierung mit £* = X(C*®*) lautet

Co = O — 205 AInH(EY). (B.8)
Die Formulierung (B.8) wird in der Basis der Hauptachsen dargestellt,

)\*2
)\2 _ A
A 1+ 2A7,05,0(3%) (B.9)

wobei 5 = M2Sp(\%2). Fiir die zweistufige Formulierung wird (B.8) in der Basis der Hauptachsen
als Residuum geschrieben,

Ry = M (142A7.05,0(35)) — A\ =0, (B.10)

wobei X5 = A4S55(A\3). Fiir die Evolutionsgleichung der Schidigung gilt Abschnitt B.1.1.
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B.3 Losung des lokalen Problems

Zur besseren Ubersicht werden alle Gleichungen zusammengestellt. Das Losungsverfahren ent-
spricht dem in Abschnitt 3.4. Im plastizierenden Fall ¢ > 0 ist die Losung . der nichtlinearen
Gleichung

Ro(an) = B(Ea(pb) — ngloy — alan)) +p(6.,b.) = 0 (B.11)

zu bestimmen. Im einstufigen Fall ergeben sich b, und A% aus (B.5) und (B.2) oder (B.9),

b* = bn + AVaS 90* y

Referenzmodell : A% A exp <—2A’V 62(;;)> : (B.12)
Vi

Reduziertes Modell : )\?4 =

Im zweistufigen Fall ergeben sich b, und A% als Lésung der nichtlinearen Gleichungen (B.4) und
(B.3) oder (B.10):

Ry = be—0by— Av050(0s,by),

9¢(Xp)
2 y*x2 o _
A4 — N§ exp < 2A~y o, > 0,

N (14 287.05,6(R)) — X = 0.

Referenzmodell : Ry (B.13)

Reduziertes Modell : R,

B.3.1 Zweistufiges Schema

Zur Vorbereitung der Losung wird die Schreibweise komprimiert: Ry = (R/\f;‘,ng,R/\g), A=
(A2,03,)3), w = (A\,b) und R, = (Ry, Rp). Fiir jeden Newton-Schritt auf der oberen Stufe zur
Losung von (B.11) ist zuvor R,, = 0 (B.13) mit gegebenem A~ zu ldsen, wobei in diesem Newton-

Verfahren auf der unteren Stufe zur Berechnung eines jeden Inkrements dw = — (awa)‘l R, ein
Gleichungssystem zu 16sen ist, welches ausgeschrieben
A\ _ ([ d\Ry &Ry \ [ Ry B4
b - d\R, dyRy Ry ( ’ )

lautet. Mit der Losung wy, 11, welche R,, = 0 erfiillt, wird nun das Inkrement da = —(daR¢)_1R¢
berechnet, wobei die Linearisierung

doRy = (dud): (daw) + (040)(0aq) (B.15)

lautet. Zur Berechnung von d,w ist ein weiteres Gleichungssystem mit der Matrix aus (B.14) zu
16sen,

dow = —(dyR,) "d.R., (B.16)

wozu die vollstindige Ableitung (C.128) verwendet wird. Diese darf angewendet werden, weil die
Voraussetzung R, (w) = 0 erfiillt ist.
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B Diskretisierung der isotropen Elastoplastizitit

B.3.2 Einstufiges Schema

Es muf} die Losung a, der nichtlinearen Gleichung (B.11) zusammen mit (B.12) in einem (einstu-
figen) Newton-Verfahren bestimmt werden, um das lokale Problem zu 16sen.

B.4 Algorithmisch konsistente Tangente

Es ist die Tangente dS./dC, zu bestimmen, wobei S, = FE_ls'*F‘*)_T die auf die Flie3fliche
zuriickgezogene Spannung ist, C, = F :{F* jedoch die gegebene Deformation. Die Ableitungen
dS./dC* und dF®/dC®* kénnen in der Basis der gegebenen Eigenvektoren bestimmt werden. Sie
werden unten getrennt fiir den ein- und zweistufigen Fall hergeleitet und hier als bekannt ange-
nommen. Mit ihnen lauten die Ableitungen nach C,

dS, dS. oc* dF?  dF? 9C**
dC, ~— dC* " aC,’ dc, ~ dC* " acC,”

(B.17)

* *

wobei d¢, C**(C, FP*) mit (C.39) gegeben ist. Die algorithmisch konsistente Tangente C = 2d¢.S
wurde in Abschnitt 1.5 eingefiihrt. Das Ergebnis (1.30) lautete

1 -1 _ _ _
§(C = FP oFP o (605 + 0,8 :dcw + G : chp) (B.18)
0S —1 -1 ds dF®
* = FP F? * . .
ac., = OF ° (dC* + dC*) (B.19)

Fiir das reduzierte Modell ist F'Y konstant, und es entfillt der zweite Term. Die Tangente in Haupt-
achsendarstellung (C.20) wurde bereits fiir die isotrope Elastizitét (1.37) verwendet. In diesem Fall
lautet sie

a5, _ 23323: 05 N & N @ Ny & Ny +
dce* - dA%z A A B B
A=1B=1
5.3 18,385 (B.20)
——— =N N N N N N
+;; VST AONp®(NA®@Np+Np®Ny)
T B#A
mit
dSx 0S4 d)\2 85,4 db.
e Z or, g o g (B.21)
Wiihrend die partiellen Ableitungen 9S4 /0\% und 0S4 /0b. aus S, = 2%)‘;3’& bestimmt werden,
A

unterscheiden sich die vollstindigen Ableitungen d\% /d\5f und db./d\5f im zweistufigen Schema
(B.26) und im einstufigen Schema.

Fiir das Referenzmodell verschwindet der letzte Term in der algorithmisch konsistenten Tangente
(B.18) nicht, und es mufl aus F? = exp (Ays¢(X)) FP = eF? die Ableitung

dF?® de
* _ * P
(dce* ) iikm - <dce* > iakm (Fn)a] N (B22)

bestimmt werden, welche in dF?%/dC, (B.17)s eingesetzt wird. Die Eigenwerte von e lauten
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B.4 Algorithmisch konsistente Tangente

(B.23)

so dass e = 2?4:1 ealN 4 ® N 4, wobei ¥, = ¥7% und b = b* im einstufigen Fall. Es wird nun wie
schon in (B.20) die Tangente fiir e gebildet,

3 3
de* de
= = E:E:d/\%NA®NA®NB®NB+
A=1B=1
s .. (B.24)
+§:E:iﬁNA@)NB@(NA@NB‘FNB@NA)v
A=1 B=1
B#A

wobei sich die Ableitung

de dea  Oe, _ doy

dZ  ONE da. - dNE (B.25)

im ein- und zweistufigen Schema unterscheidet. Im einstufigen Fall kann de 4 /ON5 direkt aus (B.23)
bestimmt werden.

B.4.1 Zweistufiges Schema

Es werden die Abkiirzungen A* = (A2, M52 052), A = A\, )03, )2) und w = (A, b) verwendet.
dx*X und dy+b, welche fiir (B.21) und (B.29) gebraucht werden, sind die ersten beiden Zeilen der
vollstdndigen Ableitung

d,\*w = 8yw +daw ®d)\*06

a=konst. A*=konst. w=konst.

(B.26)

Die einzelnen Terme werden iiber die vollstdndige Ableitung (C.128), d,y = — [alyf']*1 00, f, er-
halten. Voraussetzung dafiir ist, dass die Residuen verschwinden, also R,, = 0 und Ry, = 0. So
ergibt sich die folgende erste Zeile mit den Entsprechungen A* — x, R, — f und w — ¥y aus
(C.128):

Oy\rw = - [dwa}_l ody~R,, | Analogie: X" — =z, R, —f, w—uy,
a=konst.

dow| = —[d,R.] 'od.R. a—z, R,—f w—y  (B27)
*=konst.

d,\*a) = —[daRy) " dy Ry N ox Ry f, a—uy.
w=konst.

Die Verkiipfung o bedeutet hier eine Matrix-Matrix-Multiplikation. In der ersten Zeile muf3 das
Gleichungssystem fiir jede Spalte der Matrix Oy\~w gelost werden. In der zweiten Zeile ist dow
bereits als Losung des Gleichungssystems (B.16) gegeben. Die Ableitung dy- Ry verwendet 0yrw
(B.27)1,

d)\*Rqﬁ = dwR¢ o@xw. (B28)

dy~R,, war als einzige der verwendeten Ableitungen noch nicht bereits beim Losen des lokalen
Problems berechnet worden. dy~a wird auch im letzten Term von (B.25) verwendet. Im ersten
Term von (B.25),
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B Diskretisierung der isotropen Elastoplastizitit

Z 8eA d)\D 8eA db*

XL N2 T Db, dni2) (B.29)

8)\*2

werden die partiellen Ableitungen de4/0A% und de 4 /b, aus (B.23) bestimmt. Die weiteren Ab-
leitungen folgen in Analogie zu (B.21) aus (B.26).

B.4.2 Einstufiges Schema

Fiir das einstufige Schema verschwinden die Residuen (B.3)

Ry = b.—bp— Avpdsp(6*,0%) =0
und fiir das reduzierte Modell (B.9),
A\*2
Y +2A75;;¢(2*B) =0. (B.31)

dy R, ist Identitédt, Oy«w = —dy+ R, und dow = —d, R, lassen sich aus (B.30) und (B.31) be-
stimmen. Damit sind alle Terme von (B.26) bekannt.
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C Grundlagen

Es werden die mechanischen Grundlagen aufgelistet, die in der Arbeit verwendet werden.

C.1 Tensorrechnung

C.1.1 Verkniipfungen

Die verwendeten Tensoroperationen werden zusammengestellt. Es sind a, b, ¢ Tensoren erster Stu-
fe, A, B, C, D Tensoren zweiter Stufe und A, B, C Tensoren vierter Stufe. ¢ ist ein Skalar. Fiir eine
hier nicht aufgefithrte Verkniipfung wird das Zeichen o verwendet. Fiir die indizierte Darstellung
gilt die Einstein’sche Summationskonvention. 1 ist die Identitét zweiter Stufe, also A1 = A, und
di; ist das Kronecker-Symbol.

Symbolische Schreibweise Indizierte Schreibweise
Transposition | AT AL = Ay
Einfache Verjiingung
Multiplikation c = Ab= Al ¢ = A;jb;
C = AB Cij = AiBuj
A = ACB Ajjkm = AirCrjrsBsm
Skalarprodukt c = a-b c = b
Doppelte Verjiingung
Skalarprodukt c = A:B c = AijBy;
Spur c = tr[A]=A:1 c = Ay=A;;0i
¢c = tr1][AB|]=AB:1=A"'B ¢ = AwByjdij = A B
C = A:B=A[B] Cij = AijkmBrm
Skalarprodukt ¢c = C:A:B ¢ = CijAijkmBrm
Dyadisches Produkt
A = a®b Aij = aib;
A = A®B Aijkm = AijBrm

Tabelle C.1: Es wird die symbolische der indizierten Schreibweise gegeniibergestellt.

Fiir die doppelte Verjiingung gelten folgende Identitéten:
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C Grundlagen

AB:C = A;BjCy = Ai;B;CL = ABCT : 1,
CLAijBjr =CTAB : 1 (C.1)
= BjAlCy,=B:A"C,

ABC 1 = Aiijkai = C]ﬂ'Aiijk = CAB 01 (02)
und

AB:CD = AiijkCimDmk = A”B]kngCm = ABDT : C,

T T (C.3)
AB:.CD = AiijkCimDmk = CmiAiijkDmk =C"AB: D.

Ein Tensor zweiter Stufe A lisst sich in seinen symmetrischen und schiefsymmetrischen Teil zer-
legen,

1
1 (C.4)
T
skew [A] = §(A —A%).
Die symmetrische Identitdt vierter Stufe T wirkt wie (C.4)1, I: A = sym [A], und lautet
Ljkm = 5(0ik0jm + im0k (C.5)

Die nicht-symmetrische Identitdt vierter Stufe lautet ﬁijkm = 0ik0jm.-
Ein schiefsymmetrischer Tensor zweiter Stufe kann auf einen axialen Tensor erster Stufe abgebildet
werden. Mit dem Kreuzprodukt gilt

skew [A]b = axial[A] x b. (C.6)
Ein Tensor vierter Stufe ist hauptsymmetrisch, wenn
Aijr = Aguy. (C.7)
Er ist nebensymmetrisch, wenn
At = A = A = Ajue. (C.8)

Zwei Tensoren A, B zweiter Stufe kommutieren, wenn sie die gleichen Eigenvektoren haben. In
diesem Fall gilt das Kommutativgesetz

AB = BA. (C.9)

Das Produkt zweier symmetrischer Tensoren A, B ist nur dann symmetrisch, wenn A und B
kommutieren.

C.1.2 Voigt-Schreibweise

Um die Komponenten eines Tensors zweiter Stufe in einen Vektor zu schreiben, muss eine Nume-
rierung der Indizes festgelegt werden. Diese ist beliebig wéhlbar. ¢;; numeriert die Komponenten
eines unsymmetrischen Tensors zweiter Stufe und s;; die eines symmetrischen:
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Cij =

00 ~1 —

4 5 1 45
2 6 5 Sij = 4 2 6 . (ClO)
9 3 5 6 3

Es gilt nun fiir den Vektor (A): 4;; = (A) fir A = AT. Entspre-
chendes gilt im Zweidimensionalen.

Es wird nun die doppelte Verjiingung A : B = C' (Tab. C.1) betrachtet. Es gelte B = B”. Damit
kann die Multiplikation A;;gm Brm = Ci; vereinfacht werden in der Form Zk,m<k Aiitem Vi) (m) Brm =
Ci; mit den Voigt-Faktoren Vi, = 1 fiir K = m und Vi, = 2 fiir k # m. Es werden die symme-

trischen Komponenten also nur einfach durchlaufen und dafiir ihre Werte verdoppelt. In Matrix-

fiir A # AT und A;; = (A)

Cij Sij

Vektor-Schreibweise lautet die Multiplikation mit (C.10) >2, < (A)cy;spm (B)s,,, = (C)e,; mit
Bij = V;;B;j. Genauso kann fiir A : B = C' im Dreidimensionalen auch
6 ~
Z(A)km(B)'m = (C)k7 k= 17279 (C].].)

m=1

geschrieben werden. Wenn B gegeben ist, und die Multiplikation (C.11) ausgefiihrt werden soll, so
sind also zuvor die symmetrischen Komponenten mit 2 zu skalieren,

Bij = Vi Bij (C.12)

Wenn (B)m der Losungsvektor des Gleichungssystem ist, so wird B erhalten, indem die symme-
trischen Komponenten mit % skaliert werden,

Bij = Vi3t Bij, (C.13)
wobei Vi"* =1 fiir k = m und V;?* = % fir k # m.

km km

C.1.3 Tensorinvarianten

Die Basisinvarianten eines Tensors zweiter Stufe A lauten
L(A)=tr[A], L(A)=tr[A?, I3(A)=tr[A®]. (C.14)
Die ersten Ableitungen der Basisinvarianten (C.14) eines Tensors zweiter Stufe A sind
dali(A) =1,  dal(A)=2A,  dal3(A) = 3A% (C.15)
Die Hauptinvarianten eines Tensors zweiter Stufe A lauten
Ji(A) = tr[A] =1(A),

BA) = o (rA)? - w(a?) =
J3(A) = det][A].

[I}(A) - I,(A)], (C.16)

[N

Die Hauptinvarianten (C.16) werden durch die Eigenwerte von A dargestellt,

Jl(A) = A + A2 + A3, JQ(A) = Ao + AaA3 + A A3, Jg(A) = A A2As. (Cl?)
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C.1.4 Tensoren in Hauptachsendarstellung

Zur Herleitung der folgenden Gleichungen wird auf SiMO [60] verwiesen. Es wird der symmetrische
Tensor zweiter Stufe C' auf Hauptachsenform

Ndim

C = > MyNa®N, (C.18)
A=1

transformiert. Die Wurzel C'? wird erhalten, indem aus den Eigenwerten A\? die Wurzel )\ gezogen
wird. Eine isotrope Funktion W (C) ist eine Funktion in den Eigenwerten von C: W (C) = W()\?).
Fiir die Ableitung ergibt sich

nd'Lm

deW(C Azl dv MWOL) N o N (C.19)

Die Ableitung einer tensorwertigen Funktion S(C) lautet

ds
dcS = ZZCD\;NA@NA@NB@NB—F
A=1B=1
> 154 —Sp (C.20)
+ZZQ/\2 /\2NA®NB®(NA®NB+NB®NA),
A=1 B=1
BA£A

wobei S4 die Eigenwerte von S sind. Der Fall zweier gleicher Eigenwerte ist nach De L’Hospital
abzufangen:

Sa—Sp _ dSa dSa
22 -2 T dNy ANy

fiir A3 ~ \%. (C.21)

Die Eigenwerte und Eigenvektoren lassen sich auf allgemeine Weise mit dem Jacobi-Verfahren
bestimmen.

C.2 Deformation

Diese Arbeit beschrinkt sich auf kartesische dreidimensionale Koordinaten X € R3, & € R3. Das
Gebiet ©; € Rt x R3 verformt sich in der dimensionslosen Zeit t. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 befindet
sich das Gebiet unverformt in der urspriinglichen Lage, der Referenzkonfiguration ¢, (X) := X.
Zum Zeitpunkt ¢ befindet es sich in der verformten Lage, der Momentankonfiguration ¢,(X) :=
xz: Rt xR =5 R X € Q. Jeder Punkt X auf dem unverformten Gebiet ) wird auf den
Punkt ¢ = ¢,(X) auf dem verformten Gebiet ; abgebildet. Die Differenz ist die Verschiebung
u(X) = ¢,(X)— X, s. Abb. C.1.

C.2.1 Deformationsgradient

Die Ableitung der Verschiebung nach den Koordinaten der Referenzkonfiguration ist der Verschie-
bungsgradient

d
GRAD [u] = d%. (C.22)

Die Ableitung der Verschiebung nach den Koordinaten der Momentankonfiguration lautet
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C.2 Deformation

Abbildung C.1: Der Punkt X wird in der Zeit ¢ in den Punkt (X)) verschoben.

du  du dX .

Der Deformationsgradient F' differenziert die Momentan- nach der Referenzkonfiguration,

F- d“’;;(x) _dx ;}"(‘(X)) — 1+ GRAD [u]. (C.24)

Er bildet somit den Vektor dX aus der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration ab:
dx = FdX. Die Rate des Deformationsgradienten lautet

F[Au] = di( o [1 + GRAD [u + (Aul]] = GRAD [Au], (C.25)

wobei Awu ein Verschiebungsinkrement ist. Das Produkt
c = F'F (C.26)

ist der rechte Cauchy-Green-Tensor. C ist invariant unter Beobachterwechsel, s. Abschnitt C.3.1.
In Abhéngigkeit von C lassen sich Materialgesetze auf natiirliche Weise in der Referenzkonfigura-
tion formulieren. Im undeformierten Zustand gilt C = 1. Aus dem symmetrischen Tensor C' ldsst
sich die Wurzel ziehen,

U = C», C=U> (C.27)
Damit kann F polar zerlegt werden,
F = RU. (C.28)

R beschreibt eine Rotation, R” = R™", det(R) = 1.
Der Deformationsgradient 148t sich multiplikativ in seinen elastischen Anteil F'° und seinen plasti-
schen Anteil FP zerlegen,

F = F°FP. (C.29)
Auf die beiden Anteile wird die polare Zerlegung (C.28) angewendet,

F° R°U",
F* = RPUP.

(C.30)
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Einsetzen in (C.26) liefert fiir C' die Darstellung
C = F'F=FF F° F°FP = F* C°FP. (C.31)
C° ist also eine Funktion von C und FP,
C°(C,FP)=F° CF" . (C.32)
Es werden die Determinanten eingefiihrt,
J=det(F)=J°JP, J®=det(F°), JP=det(FP). (C.33)

Statt C und C° werden auch die Green-Tensoren

E:%(C—l), Ee:%(Ce—l) (C.34)

verwendet. E wird mit (C.24) ausgeschrieben,

E = - (GRAD [u]+GRADT[u])—i—%GRADT[u]GRAD [u]. (C.35)

| =

Beim Ubergang von grofien zu kleinen Verformungen fallen die Momentan- und die Referenzkon-
figuration zusammen, und es gilt V[u] &~ GRAD [u]. Der quadratische Term kann vernachlissigt
werden, und es folgt F ~ € mit

% (Vu+ (Vu)"). (C.36)

e(u) =
C.2.2 Deformationsraten

Die erste Ableitung von C(u) = F (u)F(u) (C.26) ergibt sich mit der Rate des Deformations-
gradienten (C.25) zu

. . T .
Cuwml = F [F(u)+F" (u)Fn] (C.37)
= GRADT[n]F(u)+ F*(u)GRAD [n] = B[n]. '
Fiir die zweite Ableitung folgt
.. . . T
Cln.€l = GRAD[nFle) + B [EJGRAD [y 9
= GRADT[n]GRAD [¢] + GRAD T [¢]GRAD [n] = G[¢, n]. '
Die partielle Ableitung von C*(C, F?) (C.32), in Indexschreibweise C¢, = FE ' Cyp, FP. ', nach C
lautet
-1 1 -1
(0cC)rspg = FR 5 (OmpOng + Gmqdnp) Fs
1 -1 -1 —1 —1 (C39)
- (F;T Fr 4 F R ) .

Der Geschwindigkeitsgradient I = FF~! entsteht durch die Ableitung von de = FdX (C.24). Es
folgt diz = FdX = FF~'dx. Der symmetrische Geschwindigkeitsgradient d = %(l + lT) steht in

Zusammenhang mit C: Aus C = F'F + FTF folgt
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FTEF' = FTR yFF =0T y1=2d (C.40)
Der plastischer Geschwindigkeitsgradient

1

P — FPpr (CA41)
wird in seinen symmetrischen Anteil DP und den plastischen Spin WP zerlegt,
DP :=sym [C°LP], WP .= skew[C°LP]. (C.42)
Aus dieser Zerlegung folgt
¢ = P [C 2D P (C.43)
Dies ergibt sich aus der Ableitung von C = F* C°FP (C.31),
& = FPYCF 4 B COF 4 P OO
- e ey CerFpl] FP
T e CeLp} FP (C.44)

= F [¢° 1 2sym [ceLpﬂ FP

= F [ 20| Fr

C.3 Invarianz

C.3.1 Beobachterinvarianz

Die Konfiguration ¢(t, X) = X 4+ u(t, X)) wird um einen beliebigen Punkt ¢, mit der Drehmatrix
Q(t) gedreht. Q(t) hiingt nicht vom Ort ab und ist fiir alle Punkte gleich. Es wird also eine
Starrkorperrotation beschrieben:

P (LX) = e+ Q) [t X) - ). (C.45)

Ein verformter Korper darf sich nicht weiter verformen, nur weil er eine Starrkérperrotation erfihrt,
wobei Tragheitskrifte ausgeschlossen werden. Anders gesagt darf ein Verformungsprozess nicht
dadurch verdndert werden, dass ein Beobachter desselben sich bewegt. Diese trivalen Forderungen
fiihren jedoch zu weitgehenden Einschréinkungen in bezug auf die mechanische Formulierung. Es
wird der Deformationsgradient F' = GRAD [¢p] (C.24) zu (C.45) gebildet:

F*(t,X) = Q@)F(t,X). (C.46)
F ist nicht invariant unter Beobachterwechsel wegen F* £ F'| jedoch C (C.26):
c* = F F" =F'QTQF = F'F = C. (C.47)

Ebenso ist E* = 1(C* — 1) = 1(C — 1) = E (C.34) invariant unter Beobachterwechsel. Fiir
b= FFT folgt b* = QbQ”. Indem eine skalarwertige Funktion von C oder E abhingt, wird die
Beobachterinvarianz automatisch erfiillt.
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C.3.2 Invarianz unter Basistransformation

Eine skalarwertige Funktion ¢ (C') muss unabhingig von der Basis sein, in welcher der Tensor
zweiter Stufe C' dargestellt wird (C' hat nichts mit (C.26) zu tun). 4 ist invariant unter Basistrans-
formationen, wenn 1(C) = (QTCQ) erfiillt ist, wobei Q orthonormal ist. Fiir eine isotrope
Funktion l&sst sich die Forderung nach Invarianz nur erfiillen, indem v eine Funktion allein der
Basisinvarianten (C.14) ist:

P(C) = P(IL(C),12(C), I3(C)). (C.48)

Eine anisotrope Funktion

P(C) = %(C,...) (C.49)

enthilt weitere Argumente, welche die Symmetriegruppe betreffen (s. Tab. C.2). In C quadratische
Funktionen fiir C = C” sind bei APEL [3] zu finden. Fiir ein asymmetrisches Argument sind dort
einige Anderungen erforderlich.

Transversal-isotrop:

P(C) =p(C, M), M =ng®mn, n : Richtungsvektor.

Kubisch:

P(C) =¢(C,0, : C) 0, = Z?Zl a; ®a; Qa; ®a;, a;:orthogonale Vektoren.
Orthotrop:

P(C) =¢(C,M1,Ms) M, =m,®m, m,, : orthogonale Vektoren, a = 1, 2.

Tabelle C.2: Beispiele fiir eine anisotrope Funktion. Das dritte Beispiel steht bei SCHRODER ET AL.
[59]. Die Schreibweise (C.49) reflektiert den Umstand, dass die Vektoren n, a; und m,, gewohnlich
gegebene Daten sind.

C.4 Spannung und Energie

Der Cauchy-Spannungstensor o lebt in der Momentankonfiguration €2;, s. Abschnitt C.2. Dort
bildet er die Normale n einer infinitesimalen Schnittfliche auf die Kraft ¢ in der Schnittfliche ab,

t=on. (C.50)

Die Kirchhoff-Spannung 7 = Jo ist die Transformation der Cauchy-Spannung in die Referenzkon-
figuration €,

/| @) avi = [ oty sav = [ rx)av, (C51)

Q

wobei die Transformation des Volumendifferentials dV; = JdV aus der Referenz- in die Momen-
tankonfiguration verwendet wird, welche sich aus dem Spatprodukt [-, -, ] ergibt:

d‘/t = [dml,dmg,dﬂ?g] = [FdXhFdXQ,Fng] = J[Xm,dXQ,ng] = JdV. (052)

Es wird aus der Spannung 7 und der Dehnungsrate d (C.40) die Rate einer Energie 7 : d gebildet.
Eine Rate ist eine Anderung in der dimensionslosen Zeit. Bei dieser Energie handelt es sich um

98



C.4 Spannung und Energie

die freie Energie W. Mit (C.40) wird die Rate der freien Energie ¥ in die Referenzkonfiguration
transformiert,

. 1 . 1 . 1 .
yC)=7:d = T: 5F—Tcp—l = 5F—lTF—T :C = 5S . C. (C.53)

S = F'7F~7 ist der zweite Piola-Kirchhoff-Tensor. Die Rate der Energie lisst sich auch mit
dem ersten Piola-Kirchhoff-Tensor P = 7F~T darstellen:

¥(C) = 7:d=7:l=7:FF'=7F 7. F=P:F. (C.54)
Wenn die Rate der freien Energie mit einem vollstédndigen Differential dargestellt wird, \I/(C) =
de¥(C) : C, so folgt aus dem Vergleich mit (C.53) fiir die Spannung

S = 2dc7(C). (C.55)

Die freie Energie ¥ besteht aus der elastischen Energie W (C®(C)) und moglicherweise weiteren
Termen, die von C abhingen. Es wird nun die Einschrinkung eingefiihrt, dass F® nicht von C
abhéngt, also

F* + FP(C). (C.56)

Diese Einschrankung ist in der Staffelung in ein globales Problem und in lokale Probleme be-
griindet: Wenn (in den lokalen Problemen) FP eine Variable ist, so ist C' konstant. Wenn (im
globalen Problem) C variabel ist, so ist F”® konstant. Die Einschrinkung gilt nicht in der algorith-
misch konsistenten Tangenten, welche die Staffelung iiberwindet. Weil die Einschrinkung (C.56)
fiir alle inneren Variablen gilt, kann ¥ nur iiber C° als einziger Variablen von C' abhingen. In
diesem Zusammenhang ist also ¥ = ¥U(C, C°(C)) gemeint. Ausfiihren der vollstindigen Ableitung
(C.55) mit dcC° (C.39) liefert

S = 2dcW =200V + 200 : IoC® = 2000 + FP 200 WFP . (C.57)
Damit wird der elastische zweite Piola-Kirchhoff-Tensor

S = 200V (C.58)
eingefiihrt. Im Spezialfall Oce W = e U gilt

= - e 1., e 1__-1__ -7 .
OcW(C®):C = 55 :C = §Fp SF* :C. (C.59)

Durch Vergleich mit (C.55) ergibt sich der zweite Piola-Kirchhoff-Tensor

T

S = F° SFP . (C.60)
Die Mandel-Spannung lautet
Es gilt unter Voraussetzung der Symmetrie von S die Identitéit
§:C = 200V:C+8:C°+2%:LP. (C.62)

Dies wird gezeigt: Aus (C.57) folgt S : C' = 200% : C + FP'SFP O = 20c0 : C + 8 :
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FP 'CF® . Nun wird (C.44) eingesetzt, woraus
S:C = 2000:C+S: {C’e—FZDp} =200V :C+8:C°+285: DP (C.63)

folgt. Es wird der letzte Term weiter umgeformt, wobei (C.42); verwendet und die Symmetrie von

S ausgenutzt wird: § : D? = S : sym [C°LP] =8 : C°LP = C°S : LP = X : LP.

C.4.1 Quadratische Energie

Es wird eine Funktion der Basisinvarianten (C.14) von E° = (C® — 1) (C.34) gesucht, welche
quadratisch in E° ist. Die Funktion lautet

W(C®) = oI} (E°) + asly(E°). (C.64)

Es erfolgt die Definition oy := %)\ und ag := p. A und p sind die Lamé-Konstanten. Mit einem
Tensor vierter Stufe C° lautet (C.64):

1

W(C®) = =E°:C°:E°,
() 2 (C.65)
C* = 2ul+21®1.
Fiir die Spannung folgt
S = 200:W(C®) =C°: E° =2uE° + \tr [E°]1. (C.66)

Es wird E® mit (C.68) zerlegt. Daraus ergibt sich die Aufspaltung W(C®) = Ul(tr[E®]) +
Wauad(C®) mit

O (B = 5—n(or B,
- Ndim (C.67)
waad(C®) = pdev[E®] : dev [E°] = uly(dev [E°)),

wobei k = 2p+ngim A das Kompressionsmodul ist. Die Bezeichnungen sind in Anlehnung an (}.14)
gewihlt. Die volumetrisch-deviatorische Zerlegung iibertriigt sich auf die Spannung: dev[S] =
dpeWaued = 2, dev [E°] und vol [S] = dg-U = ﬁ/ﬁtr [E°]1.

C.4.2 Volumetrisch-deviatorische Zerlegung

Die volumetrisch-deviatorische Zerlegung in der Momentankonfiguration und fiir kleine Verformun-
gen lautet

o = vollo]+dev|o],
1
vol[o] = ndimtr []1 =Py : o, (C.68)
devio] = o-— tr[o]1 = Pgey : 0,
Ndim
mit den Eigenschaften dev [vol [g]] = 0, vol [dev [g]] = 0, dev [dev [o]] = dev [o] und vol [vol [o]] =

vol [o] und den Projektionen

1
1®1a IIEI)de'u:I_

Ndim Ndim

Pyo = 1®1. (C.69)
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Die volumetrisch-deviatorische Zerlegung in der Referenzkonfiguration,

S = VOL[S]+ DEV[S],

1 1
L1 = : L g :
VOL-1[S] ndim(s c)c ndimc ®C:S, (C.70)
1 1
DEV,.[S] = §-— (s:c)ct=(1- c'ecC):sS,
¢ Ndim Ndim

mit den Eigenschaften DEV [VOL[S]] = 0, VOL [DEV[S]] = 0 und DEV[S] : VOL[S] = 0, entsteht
im Zusammenhang von unimodularen Tensoren, s. (C.112). Die Operatoren VOL und DEV sind
invariant beziiglich der Skalierung des Index,

VOL_-1[8] = VOL,;-1[S],  DEV -:[S] =DEV, (8] (C.71)

mit « € R\ {0}. Es gilt jedoch DEV - [S] # DEV . [S]. Zwischen (C.68) und (C.70) besteht
folgender Zusammenhang:

CVOLIS] = ——(S:C)1=vol[CS),
e (C.72)
CDEV[S] = CS- ——(§:C)1=dev[CS].

Ndim

Es gilt fiir den Zusammenhang von DEV ,-1[S] und DEV .- [S]:
-1 — -T
DEV,-1[§] = FP DEV_..[S]FP . (C.73)

Mit C = F? C°FP (C.31) und (C.1)3 4 folgt dies mit S = F*'SFP (C.60) aus

1
DEVe-[S] = §———(§: c)ct
dim
S ) (P> 'SP P Co R ) PP e R
Ndim
- F {5‘ - (S Ce)cel] FP' = F" DEV_.[S]F" "
Ndim

Mit der Niherung C ~ 1 erfolgt der Ubergang von (C.70) nach (C.68):

VOL[S] = ! (8:C)C '~ (S:1)1 =vol[S],
Ndim Ndim
1 ) 1 (C.74)
DEV[S] = S-—- (s:0)C " =8 - (8:1)1 =dev]S].
Ndim Ndim

Fiir zwei Tensoren zweiter Stufe A und B gilt

dev[A] : dev [B] dev[A] : B. (C.75)

Unter Verwendung der Hauptsymmetrie (C.7) von Pq., (C.69) ergibt sich

dev [A] : dev [B] = (]Pdev)ijkmAkm(]Pdev)ijrsBrs = (]Pdev)rsij (Pdev)ijkmAkmBrs

C.76
= (Pdev)rsk’mAk’mB’rs = dev [A] : B. ( )
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C.5 Bilanzen

C.5.1 Transformation von Kréaften

Es wird die Piola-Transformation

nda = JF TngdA (C.77)
hergeleitet, welche die Normale ng in der Referenzkonfiguration auf die Normale n in der Momen-
tankonfiguration abbildet. Beide Normalen sind normiert, |ng| = 1 und |n| = 1. Die Herleitung
lautet
(Fe)-nda = (Fec)-(dzy x deg) = [Fe,dry,dxs]) = J[e,dX1,dX5]) = Je-ngdA,

(Fc)-nda = c-F'nda=Jc-ngdA, (C.78)
nda = JF TnygdA

mit nodA = dX1 X dX 5 und dA = |[dX 1 X dX5|. Die Piola-Transformation erlaubt nun die Trans-
formation der Oberflichenkrifte t = on (C.50) mit § = JF 'oF 7 (C.53) und P = 7F~T:

tda = onda=J'FSF'nda=J 'PF'nda= PngdA. (C.79)

Damit lautet der Divergenzsatz auf dem Gebiet €2 der Referenzkonfiguration mit der Divergenz
(C.108)

/ tda — PngdA = / DIV [P]dV. (C.80)
o0 oQ Q

C.5.2 Impulsbilanz

Es wird das Kréftegleichgewicht in der Referenzkonfiguration € aufgestellt. Die Tragheitskrifte
poOrv mit der Geschwindigkeit v = J,u stehen mit den Volumenkriften f,, und den Oberflichen-
kréften T' = Pny (C.80) im Gleichgewicht:

poOvdV = /f dv + T dA,
/Q . oV a0 (C.81)
poOv = f, +DIV[P].
Die lokale Impulsbilanz (C.81)y wird mit der Testfunktion n schwach formuliert,
/poatv-n—DIV[P}-nde/fv-ndV, n € Vo. (C.82)
Q Q
Mit der Identitét
DIVjv-P] = GRAD|v]: P+ v DIV|[P] (C.83)

und (C.80) folgt
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/poatvm—i—P:GRAD[n}dV = /fv-ndV+/DIV[n-P]dV
Q Q Q

[ fvomave [ n-Pongda (C84)
Q o0

/fv-ndV—i— T -ndA=Geu(n), ney.
) o0
Mit (C.53) und (C.54) ergibt sich die schwach formulierte Impulsbilanz
1 .
[ mow-n+ 58w : C@naV = Genlm). Ve W (©5)

Fiir kleine Verformungen (C.36) lautet sie mit € = €

/poat'v-n+a:e(n)dV = Gest(n), Vn €. (C.86)
Q

C.5.3 Entropiebilanz

Die Entropiebilanz oder auch der zweite Hauptsatz der Thermodynamik lautet in integraler und
lokaler Formulierung

/EdV /HdV—/R/@dV+/ Q -n/OdA >0,
Q Q Q o
= = H-R/0+DIV[Q/O]>0,

(C.87)

wobei H die Entropie, © die Temperatur und = die Entropieproduktion ist. Die Entropieproduk-
tion Z nimmt ab durch eine Warmezufuhr R und nimmt zu durch den Abfluss von Warme Q - n.
In die lokale Entropiebilanz (C.87)s wird zuerst die Identitéit

DIV[Q/0] = (DIV[Q]® — Q- -GRAD[0])/6? (C.88)

eingesetzt, = = H — R/© + (DIV [Q]© — Q - GRAD [0]) /©2 > 0. Multiplikation mit © ergibt

O = OH-R+DIV[Q] - Q- -GRAD[O]/O. (C.89)

C.6 Differentiale

C.6.1 Exponentialabbildung

Die Exponentialabbildung lautet

| —

A" (C.90)

o~

exp(A) = >
k=0

Die Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung F* (t) = FP(¢)A(t) lautet
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FP(t) = F(to)exp (j£j14<r>dr) - (Con)

Die Losung wird iiberpriift, wobei (C.101) verwendet wird:

i) = Fi(to)lexp()]ks,
. o ’ ) (C.92)
() = Fi(to)[exp()lkm Am; () = Fip, (8) Amj (1)
Die Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung F* (£) = A(t)F”(t) lautet
t
P~ e[ A@ ) P, (C.93)
to

Die Losung wird ebenfalls {iberpriift,

Fit) = [exp()]axFy; (to),

E5(6) = [exp()]imAmu()Ff (to) (C.94)
= Aim(t)[eXP(')]mkFJSj(tO) = Aim(t)Fn%j (t),

wobel zusiitzlich die Eigenschaft exp(A)A = A exp(A) verwendet wird.

Die Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung C°(£) = sym [C°(t)A(t)] = LCo(HA(t) +
AT(t)C*(t)) lautet

C°(t) = %Ce(to) exp < t A(T) dT) + %exp (/ AT (1) d7> C°(to)
y C (C.95)
_ %Ce(to)exp ( A dT) + %eXpT ( A dT) C*(to).
Es gilt
detexp[A] = exp[tr A]. (C.96)

Die Exponentialabbildung kann nur im Spezialfall von Symmetrie und kommutierenden Tensoren
auf die e-Funktion und eine Rechnung im reellen Hauptachsensystem zuriickgefithrt werden. Es
wird die Ableitung der Exponentialabbildung (C.90) hergeleitet. Der vierte Term lautet

(A?’)l-j = A AgmAmj. Seine Ableitung ergibt sich zu

= Iik:quij + Aika:mqumj + A?m-[mqu

= 5im[mkquij + AimIkpg Arj + Al Iikpq g (C.97)
= A?mjmkquzj + AzlnLImkPqulcj + A?mjmkqugj
= AQ A2+ AL AL 1 A2 AO

prqg iprrqg iprqy

wobel I;jpg = dA;;/dApg = 8;p0jq verwendet wird. Allgemein gilt

|
—

d(An)l K k pAn—1—k
. = Aipqu ) (C98)
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und damit fiir die Ableitung der Exponentialabbildung exp(A) =372 ) LA":

d(exp(A ij 1d —1o
(d(i)4()wz) - Zr'd ,Z Z WAQJ " (C.99)

Es wird gezeigt, dass

exp'(A) : A =exp(A)A (C.100)

gilt. Dies folgt aus (C.99):

Ju

r—

d(exp(A))i; > 1 . g . < 1=
WAM = Zﬁ Aszqjl kA Z;Z prmk Z::T—kz::

R (C.101)
r T
= Z EAZ = Z = Z T'A = (exp(A))irAr;-
r=1 r=1 r=0
Zu beachten ist exp’(A) : B # exp(A)B fiir A # B.
C.6.2 Determinante
Die Ableitung der Determinante J = det(F') eines Tensors zweiter Stufe F' lautet
dpJ = JF T, (C.102)

s. TRUESDELL & NOLL [68], S. 26. Entsprechend gilt fiir C mit det(C) = J? die Ableitung
de(J?) = J>C™. Mit de(J?) = 2Jd;C folgt

1
deJ = 3JC L (C.103)
Eine Anwendung von (C.102) liegt in der plastische Volumenerhaltung

JP = det(FP) =1, (C.104)

welche automatisch von der Evolutionsgleichung LP? = 79s¢ (3.4) erfiillt werden muss. Mit LP
(C.41) folgt fiir die Ableitung

g = grpr P = R = ey [F"FP”] = JPtr [LP]. (C.105)
Aus tr [LP] = 0 folgt mit dem Anfangswert JP(ty) = 1 die plastische Volumenerhaltung JP(t) = 1

fir to < t < T. Eine FlieBfunktion mit der Eigenschaft tr[0x¢] = 0 erhélt also das plastische
Volumen.

C.6.3 Divergenz

Es wird gezeigt, dass die Divergenz des Tensors erster Stufe 1, welche in der Momentankonfigura-
tion die Spur des Gradienten ist, in der Referenzkonfiguration

divin] = tr[Vn]= %C[n] .Cc™! (C.106)

lautet. Dazu wird zuerst (C.37) verwendet und dann die Symmetrie von C~" ausgenutzt. Anschlie-
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Bend werden die Identitéten (C.1)s und (C.1); verwendet. Mit dem Gradienten (C.23) ergibt sich

1
5 (GRAD T[]F + FTGRAD [n}) om
= FTCRAD[n]:C'=F'GRAD[n]: F'F T

CGRAD[n]: F~' =GRAD[n)F':1 (C.107)
dn dX dn .
= ——:1=—":1= .
X da gzt AV
In der Referenzkonfiguration lautet die Divergenz DIV [n] = Jdiv [n], wie es sich aus
A div[p] JdV = /Q DIV [n]dV (C.108)
t

ergibt.

C.6.4 Unimodulare Tensoren

Unimodulare Tensoren zweiter Stufe sind fiir die Beschreibung volumenerhaltender Deformationen
von Bedeutung. Die unimodularen Tensoren

F=J Ynamp  C = J?%nanC (C.109)

haben die Eigenschaft det F =1 und det C = 1. Der zugehorige Green-Tensor lautet

E = §(C -1). (C.110)
Zu den unimodularen Tensoren gehort auch der Schidigungstensor
B = b 'B (C.111)

mit b = det(B)ﬁ, der die Eigenschaft det(B) = 1 hat.
Es wird (C.109)2 nach C abgeleitet. Mit dcJ = %JC_I, siehe (C.103), folgt fiir die Ableitung von

C, wobei H = C ein beliebiger Tensor zweiter Stufe ist,

2 __2

9cC - H J i H(0gd : H)YC + J 7aim 0cC « H

Ndim
1 2 2
= — J maim (C’ : H) C+J miml:H (C.112)

Ndim

J " <I— 1 C’®Cl) . H.

Ndim

H wird nun verjiingend von links angewendet, wobei der Deviator (C.70) erscheint:

H:0.C = J"dz;mH:<I— 1 C®C‘1)
Ndim
= J am (I ! 01®C):H (C.113)
Ndim

J” am DEV 1 [H.
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C.6.5 Inverse Tensoren zweiter Stufe

Es wird die Identitit AA~' = 1, in Indexschreibweise A;,;Akj = 0;;, nach dem inversen Tensor

zweiter Stufe A™! abgeleitet,

_, 04, _
Ay = _Aikl 5Ap2 = _Aik15kp5qu (C.114)

wobei die Ableitung von 1 verschwindet. Umstellen liefert

oA}

= A AL = —ASip0i0A5 0,
Pq
04! 141
aqu Okm = _Aip Aqm7 (0115)
0AL, R
ot = A A

Fiir die Ableitung von A~7 wird von A%TA;‘Q = §;; ausgegangen,

AT OAL;
ik AT = AT = AT 6,00 C.116
aqu ] k aqu k q~Jjp ( )
Umstellen liefert
OAL" 1 -1 -T -7
HoAAL = —AL Okgdip Al
aqu 77 k qrIp~ry
04;" P
94, okm = —Ai A (C.117)
0A;T
im _A_ilA7_nl — _A;zl A_zl
DAy, q p piq
Bei der Ableitung eines symmetrischen inversen Tensors zweiter Stufe (6(;071)”-;% = —C’;CIC'J;II
(C.115) ist zu beachten, ob die symmetrisierende Wirkung von Bedeutung ist:
dcC™t = I,
_ L/ (C.118)
(0cC™Yijkm = —3 (Ciklcmlt + Cmicjkl) == c-1)ijlm-
Eine Anwendung von (C.115) und (C.117) ergibt sich in der Ableitung von
-1 -1
s = Fy, CkmF,S;j (C.32) nach F":
O Cijpy = (dwF?")  ChnFR, + FYy Cro (din FP )
kipq mjpq
—1 —1 —1 —1 1 —1
= —Fp, Fy Conl), —Fp CenFh, F) (C.119)
= —CGFN - CsFR

Fiir einen Tensor zweiter Stufe H = H' und C = konst., C*(C, F?) (C.32), gilt allgemein
H:C'=H:0pC°: F’. Es wird nun die Ableitung (C.119) eingesetat:
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1 —1
Hig(0mC)ispg = = [HiyClFh, + HyCoy Pl |
_ —[C’;iHiijpql—&-C;jHjiFiz } (C.120)

-1
= —2C%H;;F?,

Es gilt also unter den genannten Voraussetzungen

H:C" = —2C°HF> . F". (C.121)
Mit A = —2C°HF® ' folgt H = —1C°® AF® und damit
- D 1 e—l -€e
AF" = —SCAF:C (C.122)

Als eine Anwendung fiir (C.119) wird gezeigt, dass fiir eine skalare Funktion ¥ unter der Bedingung
C = konst,. gilt:

1 _
do¥ = —C° ‘A UFP (C.123)

Es wird (C.119) angewendet. Die Bedingung C' =konst. ist in der partiellen Ableitung 9pr C°
enthalten:

(dpe¥)pg = (dce¥)ij(0rr C°)ijpq
= (e W)iy [CoFY 4 O Y|

(C.124)

. —1
= —Ce»(dch)jini - Cfp(dCCq/)ith%

—  —208,(dee ), FD

C.6.6 Vollstandiges Differential

Gegeben sind die einmal differenzierbaren Funktionen y(z) und f(y(x), ). x ist eine Losung von

fly(z),z) = o0 (C.125)

Die vollstédndige Ableitung an der Stelle g lautet

d 0 d 0
%f(y(mo)wo) = %f(y(sco),aco) ° %y(ﬁﬂo) + a*wf(y(ﬁﬂo)vmo) = 0. (C.126)
Nach dem Satz iiber die implizite Funktion existiert die Ableitung

d 0

o) =~ | fwea.a0)] o fule).eo) (©.127)

wenn f differenzierbar ist. (C.127) wird noch einmal so geschrieben, wie die Gleichung in der Arbeit
verwendet wird:

dyy = —[dyf] " 0d,f. (C.128)

(C.128) beruht also auf der Voraussetzung f(y(xo),zo) = 0.
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C.7 Materialmodelle

C.7.1 FlieBfunktion

Es wird die FliefSfunktion modelliert.

Plastische Volumenerhaltung

Damit das plastische Volumen (C.104) erhalten bleibt, darf von X nur dev [X] (C.68) in die Fliefi-
funktion eingehen: ¢(X) = ¢(dev [X]). Mit einem Tensor zweiter Stufe A lésst sich zeigen:

56 A = ey myd: dev[A] = dev (Do 5)0) : A. (C.129)

Damit folgt tr [Os¢] = 0.

Invarianz unter Basistransformation

Die Fliefunktion darf allein von den Basisinvarianten von dev [¥] abhéngen, vgl. Abschnitt C.3.2.
Die einfachste Form ist also

¢ =I(dev[Z]) = tr [(dev[X])?] (C.130)

Statt I kann eine anisotrope Funktion ¢(dev[E]) = (dev [Z],...) (C.49) verwendet werden.

Von-Mises-FlieBkriterium

Bei einem einachsigen Zugversuch in 1-Richtung sind alle Komponenten der Spannung 3 (C.61)
gleich Null aufler 31;. Das Material beginnt zu flielen, wenn die Spannungskomponente ;1 die
Flielgrenze oy erreicht. Fiir 317 < oy ist es elastisch. Der Zustand X1 > oy kann nicht ange-
nommen werden. Aus ¥1; = oy folgt im Dreidimensionalen Iz(dev[X]) = %0’12/ und im Zweidi-
mensionalen I>(dev [£]) = 20%. Das FlieSkriterium nach von Mises erweitert nun den einachsigen
Zugversuch auf einen allgemeinen Spannungszustand in der Form

$(X) = L(dev [Z]) —njoy < 0 (C.131)

mit ny = /2 (3D) baw. ny =/} (2D),

C.7.1 Bemerkung. Fiir einen Tensor zweiter Stufe A gilt: tr [A2] = A Arjdi; = AirAgi = A
AT Fir A+ A" kann also tr [Az] < 0 vorkommen. In den Fillen & = X7 oder Iy(dev (X)) > 0
ist (C.131) dquivalent zu

Pp(X) = I>(dev[X]) — ngoy <0 (C.132)

Fiir ¥ = X7 lautet die Flieffunktion
H(X) = |dev[E]| —ngoy <0. (C.133)
Es kénnte nun die Fliefifunktion (C.152) verwendet werden, wobei der extreme Fall Is(dev[X]) < 0

jedoch nicht auftreten darf. Stattdessen wird in dieser Arbeit die allgemeine FlieSfunktion (C.131)
verwendet.
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Erweiterung um isotrope Verfestigung
Die isotrope Verfestigung (C.142) bewirkt, dass die Fliegrenze erhtht wird:
p(B,a) = IL(dev[E]) —nj(oy — q(e))* <0. (C.134)

Mit Blick auf den temperaturabhéngigen Fall erfolgt die Zusammenfassung
y(0,a) = oy(0)—q(0,aq). (C.135)
C.7.2 Bemerkung. Die Erweiterung von (C.138) sei ebenfalls erwihni:

p(,a) = I(dew[E]) —ngloy —q(a)) <O0. (C.136)

Erweiterung um kinematische Verfestigung und Schidigung

Der Séttigungsterm der kinematische Verfestigung und das Schédigungspotential stehen nicht wie
g in (C.134) unter dem Quadrat, sondern auflerhalb:

¢ = L(dev [S-Q]) +Barf2(Q") —n3y(0.0) +9(A, B) <0 (C.137)
Die Begriindung erfolgt in Abschnitt 3.3.

Hauptachsendarstellung im Fall ¥ = ©7

Im Fall ¥ = 27 lisst sich die isotrope FlieBfunktion mit dem Deviator (C.68), hier fiir ngi, = 3,
iiber die Basisinvarianten Ij; (C.14) und die Hauptinvarianten Jj (C.16),

|devE|? = [2 - ;(trE)l} : [2 - ;(trE)l} =tr (%) - %uﬂ(z) = NL(X%) - 1112(2)

P (C.138)

= D) - 20(5) - 3 =

JH(Z) = 24(%),
in den Eigenwerten ¥4 (C.17) von X darstellen. Es gilt also ¢'%° = ¢'5°(31, £y, ) oder
P = Gi0(D). (C.139)

C.7.2 Isotrope Verfestigung

Aus der Annahme einer konstanten Wirmekapazitit folgt in Abschnitt 5.4, dass das isotrope
Verfestigungspotential H eine lineare Funktion der Temperatur © ist. Das isotrope Verfestigungs-
potential lautet

H(a,0) = 1K(©)a®+ (1(0) — 70(0)) (a + ;exp[éa]> ) (C.140)
wobei

To(@) = 7'0(@0)[1 — WQ(@ — @0)],

Too(©) = 7o0(00)[1 — wn(© — O0)], (C.141)

K(©) = K(©)[l —wn(® —6)].
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K(0Og), 700 (00), 70(0p) und ¢ sind Materialkonstanten, ebenso wg und wy,. Die Flieigrenze oy ist
gleich 74(0). Fiir 75, (©) = 70(0O) verfestigt das Material linear, fiir © = Oy ist das Materialmodell
isotherm. Die negative Ableitung —d,H ergibt die konjugierte Verfestigungsvariable ¢ (5.23), (3.2):

¢(,0) = =0, H(a,0) =—-K(O)a— (70(0) — 70(0))(1 — exp[—da]). (C.142)

Die verwendeten Materialparameter stehen in Tabelle D.6.

C.7.3 Kinematischer Verfestigung

Es wird ein kinematisches Verfestigungspotential in der Form

Chm
(") = ——I(a") (C.143)

eingefiihrt, wobei C™ der kinematische Verfestigungsmodul ist, sieche Tabelle D.6. Fiir eine ani-
sotrope Funktion steht Z(a*) = ¥ (aX) (C.49) zur Verfiigung. Die negative Ableitung ergibt die
konjugierte kinematische Verfestigungsvariable Q@ = —d_«Z(aX) (3.2), (5.23). Die kinematische
Verfestigung o ist i. Allg. asymmetrisch, weil sich die Asymmetrie von X iiber (3.4); auf &*
iibertriigt. Wegen (C.15) ist auch Q* asymmetrisch.
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D Symbolverzeichnis

Fiir Materialparameter siehe Tabelle D.6. Formelzeichen, die nur in einem lokalen Kontext ver-
wendet werden, wie dies vor allem in Abschnitt 2 der Fall ist, werden nicht aufgelistet.

Symbol Bezeichnung Def.
o rechter Cauchy-Green-Tensor (C.26)
ce elastischer r. Cauchy-Green-Tensor (C.32)
o} skalierter r. C.-G.-Tensor (nur in Ab. 2.1 verwendet) (2.1)
(o skal. elast. r. C.-G.-Tensor (nur in Ab. 2.1 verwendet) | (2.3)
(o nicht-lokaler r. Cauchy-Green-Tensor (4.1)
C unimodularer r. Cauchy-Green-Tensor (C.109)
c’ unimodularer elastischer r. Cauchy-Green-Tensor (2.4)

C(u)[n] = B[n] | (erste) Rate von C (C.37)
Cn, €] = G[n, & | zweite Rate von C (C.38)

B2¢[n)] Assumed-Strain-Formulierung von B (2.56)

G**[n, €] Assumed-Strain-Formulierung von G (2.56)
0.C Zeitableitung von C (5.13)
F Deformationsgradient (C.24)
F* elastischer Deformationsgradient (C.30)
F? plastischer Deformationsgradient (C.30)
F? nicht-lokaler plastischer Deformationsgradient (4.14)
F unimodularer Deformationsgradient (C.109)
E Green- Verzerrungs-Tensor (C.34)
E unimodularer Green-Verzerrungs-Tensor (C.110)
E* elastischer Green-Verzerrungs-Tensor (C.34)

€ linearisierter Green-Verzerrungs-Tensor (C.36)
R Rotationstensor (C.28)
U rechter Strecktensor (C.28)
L® plastischer Geschwindigkeitsgradient (C.41)
DP sym. plastischer Geschwindigkeitsgradient (C.42)
w?r plastischer Spin (C.42)

Tabelle D.1: Deformation und Deformationsraten
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Symbol | Bezeichnung Def.
o Cauchy-Spannung (C.50)
T Kirchhoff-Spannung (C.51)
S Zweiter Kirchhoff-Spannungstensor (C.57)
P Erster Kirchhoff-Spannungstensor (C.54)
S elastischer zweiter Kirchhoff-Spannungstensor | (C.58)
b Mandel-Spannung (C.61)

Tabelle D.2: Spannungen
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Symbol Bezeichnung Def.
u Verschiebung (1.5)
v Geschwindigkeit (1.5)
a Parametervektor zur Enhanced-Strain-Formulierung | (2.35)
C) Temperatur (5.5)
w Vektor der inneren Variablen 3.4
Y Vektor der globalen Variablen 6.1
«a isotrope Verfestigung (3.1)
q konjugierte isotrope Verfestigung (3.2)
B lokaler Schédigungstensor (3.1)
A konjugierter lokaler Schidigungstensor (3.2)
B nicht-lokaler Schiadigungstensor (4.1)
b lokaler Schidigungsskalar (3.34)
0 konjugierter lokaler Schiadigungsskalar (3.35)
b nicht-lokaler Schadigungsskalar (4.1)
ak kinematische Verfestigung (3.1)
Q- konjugierte kinematische Verfestigung (3.2)
7 globales Residuum (6.2)
F= [p7dt Residuum {iber die Zeit integriert (6.3)
w=(6,B,...) sdmtliche globale Variablen aufler der Verschiebung,
die nicht eliminiert werden (6.39)
z = (u,w) globale Variablen, die nicht eliminiert werden (6.43)
y = (u,v,a,w) = (x,v,a) | simtliche globale Variablen 6.1
z duale Losung (7.5)
J Zielfunktional (7.5)
&= (y,2) Paar aus primaler und dualer Losung 7.4
L Lagrange-Funktional (7.5)

Tabelle D.3: Variablen

Symbol

Bezeichnung Def.

g

konjugierte isotrope Verfestigung | (C.57)

Tabelle D.4: Konstanten
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Symbol | Bezeichnung Def.
U Freie Energie (1.7)
E Innere Energie (5.1)
w Elastische Energie (1.7)
w deviatorische elastische Energie 1.14)
U volumetrische elastische Energie (1.14)
0 anisotrope skalarwertige Funktion 3.7
T kinematisches Verfestigungspotential | (3.1)
H isotropes Verfestigungspotential (3.1)
%) Schidigungspotential 3.6.3
1) Flieffunktion (C.131)
¢ | FlieBfunktion (C.130)

\Ilgiflil nicht-lokales Gradientenpotential (4.1)
\IJ;%?C nicht-lokales Penalty-Potential (4.1)
Dint innere Dissipation (3.2)
Deonw | konvektive Dissipation (5.7)

Dineer, | mechanische Dissipation (5.17)
feat | €lastische Warmeproduktion (5.13)
= Entropieproduktion (5.5)
H Entropie (5.5)
He elastische Entropie (5.9)
v plastische Entropie (5.9)
R Wirmezufuhr (5.1)
Q Wiérmestrom (5.1)
fv Volumenkraft (5.1)
T Flachenkraft (5.1)
t Flachenkraft (C.61)
n Normale (C.61)
ng Normale (C.61)

Tabelle D.5: Energie und Potentiale
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D.1 Materialparameter

Kompressionsmodul K 175 GPa (1.17)
Schubmodul ] 80.769 GPa (1.35)
Dichte po 7850 A9 | 1079-e; (1.5)
Referenztemperatur O 293.15 K
Fliefigrenze To 0.460 GPa C.7.2
Too 0.656 GPa
Verfestigungsexponent 1) 5.820 -
K 0 -

wo 0.002 K1
W, 0.002 K1

Expansionskoeffizient Qe 10° K1 5.4.2
spezifische Wiarmekapazitit c 502 ST; ﬁ;?; 5.2.2
Wiérmeleitungskoeffizient k 43 % 106 W’fsj\;{
kinematischer Verfestigungsmodul chm 7377  GPa C.7.3
kinematische Séttigungsparameter  Sap 1 - (C.137)
Koeffizient im Gradienten-Potential P 10-4 - (4.8)
Koeffizient im Penalty-Potential B 1(10) —

Tabelle D.6: Materialparameter. Es wird die Spannung in G Pa, die Kraft in kN, die Masse in kg,
die Linge in mm, die Zeit in ms und die Temperatur in K angegeben. In der vorletzten Spalte
werden die Einheiten in dieses System umgerechnet. Die Materialparameter der ersten 8 Zeilen
entsprechen einem hochfesten Umformstahl. Die weiteren Parameter entsprechen nur allgemein
Stahl. Die Skalierung des Schidigungspotentials und die Koeffizienten im Gradienten- und Penalty-
Potential sind frei gew#hlt. In Modell 5 wird ¢§ = 1 und in Modell 6 c¢§ = 10 gewiihlt.

117






Literaturverzeichnis

[1] AINSWORTH, M.; ODEN, J. T. [2000]: “A Posteriori Error Estimation in Finite Element Ana-
lysis”, Wiley

[2] ANDELFINGER, U. [1991]: “Untersuchungen zur Zuverléssigkeit hybrid-gemischter Finite Ele-
mente fiir Flachentragwerke”, Universitdt Stuttgart, Institut fiir Baustatik, Dissertation

[3] APEL, N. [2004]: “Approaches to the description of anisotropic material behaviour at finite
elastic and plastic deformations”, Dissertation Universitat Stuttgart

[4] ARMERO, F. [2006]: “Energy-dissipative momentum-conserving time-stepping algorithms for
finite strain multiplicative plasticity”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 195, 4862-4889

[5] ARMERO, F.; ZAMBRANA-RoOJAS, C. [2007]: “Volume-preserving energy-momentum schemes
for isochoric multiplicative plasticity”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 196, 4130-4159

[6] Asaro, R. J; NEEDLEMAN, A. [1985]: “Texture development and strain hardening in rate
dependent polycrystals”, Acta metall. Vol. 33. No. 6, pp. 923-953

[7] AuBry D.; Jay, G.; TIE, B.; MuzzoLINI, R. [2003]: “A combined mesh and model adaptive
strategy for the scaling issues in the numerical modelling of the ductile damage in thin panels”,
Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 192, 3285-3300

[8] BaThHE, K. J.; DVORKIN, E. N. [1985]: “Short communication. A four-node plate bending
element based on Mindlin / Reissner plate theory and a mixed interpolation”, International
Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 21, 367-383

[9) BANGERTH, W.; HEISTER, T.; HELTAI, L.; KANSCHAT, G.; KRONBICHLER, M.; MAIER, M.;
TURCKSIN, B.; YouNG, T.D: “The deal.Il Library, Version 8.17, http://www.dealii.org

[10] BECKER, R. [2001]: “An optimal control approach to a posteriori error estimation in finite
element methods”, Institut fiir Angewandte Mathematik, Universitdt Heidelberg

[11] BETscH, P.; STEIN, E. [1995]: “An assumed strain approach avoiding artificial thickness
straining for a nonlinear 4-node shell element”, Communications in Applied Numerical Methods,
Vol. 11, 899-909

[12] BILLADE, N.; VEMAGANTI, K. [2007], “Hierarchical models of thin elastic structures: Over-
view and recent advances in error estimation and adaptivity”, Comput. Methods Appl. Mech.
Engrg. 196, 3508-3523

[13] BLuM, H.; SUTTMEIER, FT. [2000], ”Weighted error estimates for finite element solutions of
variational inequalities”, Computing (2000) 65: 119. doi:10.1007/s006070070015

[14] BoHINC, U. [2011]: “Adaptive modeling of plate structures”, Doctoral thesis, ENS Cachan

[15] BRAACK M., A. ERN, A. [2003]: “A posteriori control of modeling errors and discretization
errors”, Multiscale Model. Simul. Vol. 1, No. 2, pp 221-238

[16] BRAACK M., A. ERN, A. [2003]: “Adaptive Computation of Reactive Flows with Local Mesh
Refinement and Model Adaptation”, Numerical Mathematics and Advanced Applications, pp
159-168

119



Literaturverzeichnis

[17] BRAESS, D. [2003]: “Finite Elemente. Theorie, schnelle Léser und Anwendungen in der Ela-
stizitédtstheorie”, Springer

[18] CIARLET, P. G. [1988]: “Mathematical Elasticity I: Three-Dimensional Elasticity”, North-
Holland, Amsterdam

[19] DELALONDRE, F.; SMITH, C; SHEPHARD, M.S. [2010]: “Collaborative software infrastructure
for adaptive multiple model simulation”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 199, 1352-1370

[20] DUSTER, A.; ScHOLZ, D.; RANK, E. [2007]: "pg-Adaptive solid finite elements for three-
dimensional plates and shells”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 197, 243-254

[21] DvorkIN, E. N.; BARTHE, K. J. [1984]: “A continuum mechanics based four-node shell
element for general nonlinear analysis”, Engineering computations, Vol. 1, 77-88

[22] ECKSTEIN, A. [1999]: “Zur Theorie und Finite-Elemente-Simulation von Schalen mit grofien
inelastischen Dehnungen und duktilen Schédigungen”, Ruhr-Universitdt Bochum, Lehrstuhl fiir
Statik und Dynamik, Dissertation

[23] ELLEITHY, W. [2008]: “Analysis of problems in elasto-plasticity via an adaptive FEM-BEM
coupling method”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 197, 3687-3701

[24] F1sH, J.; FILONOVA, V.; YUAN Z. [2012]: “Reduced order computational continua”, Comput.
Methods Appl. Mech. Engrg. 221-222, 104-116

[25] HaupT, P. [2000]: “Continuum mechanics and theory of materials”, Advanced texts in physics,
Springer, Berlin Heidelberg New York

[26] HEINTZ, D.; HANSBO, P. [2010]:, “A two-model adaptive finite element method for plates”,
preprint 2010:45, University of Gothenburg

[27] HEINTZ, D. [2008]: “Model adaptivity in elasticity”, PhD thesis Chalmers University of Tech-
nology and University of Gothenburg

[28] HERNANDEZ, J.A.; OLIVER, J.; HUESPE, A.E.; CaicEpo, M.A.; CaNTE, J.C. [2014]:
“High-performance model reduction techniques in computational multiscale homogenization”,

Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 276, 149-189

[29] HucaEs, T. J. R. [1987]: “The Finite Element Method: Linear Static and Dynamic Finite
Element Analysis”, Prentice Hall

[30] JOHANSEN, L. [2009]: “Failure optimization of geometrically linear/nonlinear laminated com-
posite structures using a two-step hierarchical model adaptivity”, Comput. Methods Appl. Mech.
Engrg. 198, 2421-2438

[31] KERFRIDEN, P.; GOSSELET, P.; ADHIKARI, S.; BorDAS, S.P.A. [2011]: “Bridging proper
orthogonal decomposition methods and augmented Newton-Krylov algorithms: An adaptive mo-
del order reduction for highly nonlinear mechanical problems”, Comput. Methods Appl. Mech.
Engrg. 200, 850-866

[32] KuHL, E.; RaMM, E. [1999]: “Simulation of strain localization with gradient enhanced damage
models”, Computational Materials Science 16, 176-185

[33] LARssoON, F. [2006]: “Adaptive computational meso-macro-scale modeling of elastic compo-
sites”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 195, 324-338

[34] LEMAITRE, J.; DESMORAT R. [2005]: “Engineering Damage Mechanics”, Springer

120



Literaturverzeichnis

[35] LiaN, Y.P.; ZHANG, X.; Liu, Y. [2012]: “An adaptive finite element material point method
and its application in extreme deformation problems”, Comput. Methods Appl. Mech. Engryg.
241-244, 275-285

[36] CHAMOIN, L.; DESVILLETTES, L. [2013]: “Control of modeling errors in the coupling of linear
transport and diffusion models”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 261-262, 83-95

[37) MEIDNER, D.; VEXLER, B.[2007]: ” Adaptive space-time finite element methods for parabolic
optimization problems”, SIAM J. control. optim. Vol. 46, No. 1, pp. 116-142

[38] MEIDNER, D. [2008]: “Adaptive space-time finite element methods for optimization problems
governed by nonlinear parabolic systems”, Dissertation Universitéit Heidelberg

[39] MENG, X.N.; LAURSEN, T.A. [2002]: “Energy consistent algorithms for dynamic finite de-
formation plasticity”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 191, 1639-1675

[40] MENZEL, A. [2007]: “Frontiers in inelastic continuum mechanics”, Habilitationsschrift TU
Kaiserslautern

[41] MENZEL, A.; STEINMANN, P. [2001]: “A theoretical and computational framework for aniso-
tropic continuum damage mechanics at large strains”, Int. J, Solids Structures 38, 9505-9523

[42] MENZEL, A.; STEINMANN, P. [2001]: “On the comparison of two strategies to formulate
orthotropic hyperelasticity”, Journal of Flasticity 62, 171-201

[43] MIRABELLA, L. [2011]: “An a posteriori error estimator for model adaptivity in electrocar-
diology”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 200, 2727-2737

[44] MoHR, R.; STEINMANN, P. [2008]: “Consistent time-integration of finite elasto-plasto-
dynamics”, Dissertation TU Kaiserslautern

[45] MOSLER, J. [2010]: “Variationally consistent modeling of finite strain plasticity theory with
non-linear kinematic hardening”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 199, 2753-2764

[46] MULLER, B. [2014]: “Mixed Least Squares Finite Element Methods Based on Inverse Stress
- Strain Relations in Hyperelasticity”, Dissertation Universitit Duisburg-Essen

[47] ODEN, J.T.; PRUDHOMME, S. [2002]: “Estimation of Modeling error in computational me-
chanics”, J. Comp. Phys. 182, 496-515

[48] ODEN, J.T.; PRUDHOMME, S.; HAMMERAND, D.C.; KuczMa, M.S. [2001]: “Modeling error
and adaptivity in nonlinear continuum mechanics”, Comput. Methods Appl. Mech. Eng. 190,
6663-6684

[49] ODEN, J.T. [2006]: “Multiscale modeling of physical phenomena: adaptive control of models”,
SIAM J. Sci. Comput. Vol. 28, No. 6, pp. 2359-2389

[50] vAN OpsTAL, T.M.; Bauman, P.T.; PRUDHOMME, S.; VAN BRUMMELEN, E.H. [2015]:
“Goal-oriented model adaptivity for viscous incompressible flows”, Comp. Mech. Volume 55,
Issue 6, pp 1181-1190

[61] PRUDHOMME, S.; CHAMOIN, L.; DHiA, H.B.; BAuMAaN, P.T. [2009]: “An adaptive strategy
for the control of modeling error in two-dimensional atomic-to-continuum coupling simulations”,
Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 198, 1887-1901

[52] PEERLINGS, R.; DE BORST, R.; BREKELMANS, W.; DE VREE, J. [1996]: “Gradient enhanced
damage for quasi-brittle materials”, International Journal for Numerical Methods in Engineering,
Vol. 39, 3391-3403

121



Literaturverzeichnis

[63] PEszyNskA, M. [2010]: “Adaptive modeling of methane hydrates”, Procedia Computer
Science 00 1-10

[54] RaNk E.; DUSTER, A.; NUBEL V.; PrREUSsCH, K.; BRunNs, O.T. [2005]: “High order finite
elements for shells”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 194, 2494-2512

[55] RANK, E.; ScHOLZ, D.; DUSTER, A. [2005] “Model-adaptive fluid-structure interaction using
high order structural elements”, Int. Conf. on Computational Methods for Coupled Problems in
Science and Engineering

[56] REPIN, S.; SAUTER, S.A. [2010]: “Estimates of the modeling error for the Kirchhoff-Love
plate model”, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 348, 1039-1043

[57] RUTER, M. [2006]: “Goal-oriented a posteriori error estimates in linear elastic fracture me-
chanics”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 196, 251-278

[68] SANSOUR, C.; KARsAY, I.; Soric, J. [2007]: “On anisotropic flow rules in multiplicative
elastoplasticity at finite strains”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 196, 1294-1309

[59] SCHRODER, J.; GRUTTMANN, F.; LOBLEIN, J. [2002]: “A simple orthotropic finite elasto-
plasticity model based on generalized stress-strain measures”, Comput. Mech. 30, 48-64

[60] SiMO, J. [1998]: “Numerical Analysis and Simulation of Plasticity” in: P. G. Ciarlet and J.L.
Lions (Editors): Handbook of Numerical Analysis (Volume VI), North Holland

[61] SmmMO; J., Rira1r, M. [1998]: “A class of mixed assumed strain methods and the method
of incompatible modes”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol 29,
1595-1638

[62] SOYARSLAN, C.; TEKKAYA, A.E. [2010]: “Finite deformation plasticity coupled with isotropic
damage: Formulation in principal axes and applications”, Finite Elements in Analysis and Design
46, 668-683

[63] STEIN, E.; OHNIMUS, S. [1996]: “Dimensional adaptivity in linear elasticity with hierarchical
test-spaces for h- and p-refinement processes”, Engineering with Computers 12: 107-119

[64] STEIN, E.; OHNIMUS, S. [1999]: “Anisotropic discretization- and model-error estimation in
solid mechanics by local Neumann-problems”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 176, 363-385

[65] STEIN, E.; RUTER, M.; OHNIMUS, S. [2011]: “Implicit upper bound error estimates for com-
bined expansive model and discretization adaptivity”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg.
200, 2626-2638

[66] STEINMANN, P. [1998]: “A model adaptive strategy to capture strong discontinuities at large
inelastic strains”, Comput. Mech.

[67] TAYLOR, G. I. [1938], J. Inst. Metals 62, 307

[68] TRUESDELL, C.; NoLL, W. [1992]: “The non-linear field theories of mechanics”, Springer,
Berlin Heidelberg New York

[69] ULz, M. [2009]: “A Green-Naghdi approach to finite anisotropic rate-independent and rate-
dependent thermo-plasticity in logarithmic Lagrangean strain-entropy space”, Dissertation Tech-
nische Universitidt Graz

[70] VERNEREY, F.J.; KABIRI, M. [2014]: “Adaptive concurrent multiscale model for fracture and
crack propagation in heterogeneous media”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 276, 566-588

122



Literaturverzeichnis

[71] WAFFENSCHMIDT, T.; POLINDARA, C.; MENZEL, A.; BLANCO, S. [2014]: “A gradient-
enhanced large-deformation continuum damage model for fibre-reinforced materials“, Comput.
Methods Appl. Mech. Engrg. 268, 801-842

[72] Woob, W.L. [1990]: “Practical Time-stepping Schemes”, Oxford University Press

[73] YIN Q. AT AL. [2012]: “A cyclic twin bridge shear test for the identification of kinematic
hardening parameters”, Int. J. Mech. Sci.

[74] ZBOINSKI, G.[2013]: “Adaptive hpq finite element methods for the analysis of 3D-based models
of complex structures. Part 2. A posteriori error estimation”, Comput. Methods Appl. Mech.
Engrg. 267 531-565

123



	Inhaltsverzeichnis
	Einführung und Übersicht
	Motivation
	Stand der Forschung
	Aufgabenstellung
	Ergebnis

	Elastizität
	Finite Elemente
	Impulsbilanz
	Kontaktproblem
	Aktivieren und Freilassen von Knoten
	Projektion der Lösung in den Tangentialraum
	Lokale und globale Projektion

	Volumetrisch-deviatorisch entkoppelte elastische Energie
	Spezialfall I
	Spezialfall II
	Allgemeiner Fall

	Algorithmisch konsistente Tangente
	Unzerlegte Tangente
	Deviatorische Tangente
	Volumetrische Tangente

	Eine Hierarchie der entkoppelten elastischen Energie
	Isotrope Elastizität
	Anisotrope Elastizität


	Vermeidung von Locking
	Gemischte Formulierung
	Lagrange-Funktional
	Vorbereitung der Euler-Lagrange-Gleichungen
	Euler-Lagrange-Gleichungen
	Diskretisierung des volumetrischen Terms
	Diskretisierung des volumetrischen Terms für höhere FE-Ansätze

	Solid-Shell-Formulierung
	Enhanced-Strain-Formulierung
	Assumed-Strain-Formulierung

	Gemischte und Enhanced-Strain-Formulierung
	Lagrange-Funktional
	Euler-Lagrange-Gleichungen
	Diskretisierung des volumetrischen Terms

	Numerischer Vergleich der Formulierungen

	Elastoplastizität
	Hierarchie aus Modelleigenschaften
	Hierarchie aus Isotropie und Anisotropie
	Diskretisierung der Evolutionsgleichungen
	Evolutionsgleichung direkt
	Mit Exponentialfunktion und Fp als innerer Variable
	Mit Exponentialfunktion und Ce als innerer Variable
	Abspaltung des plastischen Spins
	Vernachlässigung des plastischen Spins

	Systematische Lösung der lokalen Probleme
	Algorithmisch konsistente Tangente
	Fp als innere Variable
	Ce als innere Variable

	Schädigung
	Tensorwertige Schädigung
	Übergang von tensor- zu skalarwertiger Schädigung
	Skalarwertige Schädigung
	Parametrisierung

	Anisotrope Funktionen

	Enhanced-Gradient-Formulierung
	Nicht-lokale Potentiale
	Globale Gleichungen
	Ergänzung der konjugierten Variablen
	Diskussion der Alternative

	Thermoelastoplastizität
	Dissipation
	Von der Leistungsbilanz zur Bilanz der inneren Energie
	Clausius-Planck-Ungleichung

	Modell mit Wärmeleitung
	Innere und freie Energie
	Wärmeleitungsgleichung
	Prinzip der maximalen Dissipation

	Adiabates Modell
	Bestimmung der freien und der inneren Energie
	Temperatur verändert Festigkeit
	Temperatur bewirkt Volumenänderung

	Modellhierarchie

	Systematische Linearisierung und Diskretisierung
	Gesamtsystem
	Linearisierung
	Lösung des lokalen Problems
	Tangenten für global stetige Variablen
	Reduzierte, einstufige Alternative

	Diskretisierung in der Zeit
	Zeitschema
	Zeitableitung

	Eliminierung
	Eliminierung des Inkrements der Geschwindigkeit
	Eliminierung der Enhanced-Strain-Variable
	Rekonstruktion der eliminierten Variablen


	Fehlerschätzung und automatische Modellwahl
	Erweiterung der Funktionenräume um die Zeit
	Zielfunktional, primales und duales Problem
	Diskretisierung des dualen Problems
	Dual-gewichtete Fehlerkontrolle
	Indikator für den Modellfehler

	Algorithmus
	Vorbereitung vor Beginn der Rechnung
	Speicherbedarf während eines Zeitschritts
	Unterteilung der Iterationen auf dem Zeitschritt
	Darstellung der Iteration (k)

	Numerische Beispiele
	2D-Beispiel
	Hierarchie aus Schädigungsmodellen

	3D-Beispiel

	Technische Details
	Partielle Ableitungen
	Herleitung von G

	Diskretisierung der isotropen Elastoplastizität
	Referenzmodell
	Evolutionsgleichung der Schädigung
	Aktualisierung des plastischen Deformationsgradienten

	Reduziertes Modell
	Lösung des lokalen Problems
	Zweistufiges Schema
	Einstufiges Schema

	Algorithmisch konsistente Tangente
	Zweistufiges Schema
	Einstufiges Schema


	Grundlagen
	Tensorrechnung
	Verknüpfungen
	Voigt-Schreibweise
	Tensorinvarianten
	Tensoren in Hauptachsendarstellung

	Deformation
	Deformationsgradient
	Deformationsraten

	Invarianz
	Beobachterinvarianz
	Invarianz unter Basistransformation

	Spannung und Energie
	Quadratische Energie
	Volumetrisch-deviatorische Zerlegung

	Bilanzen
	Transformation von Kräften
	Impulsbilanz
	Entropiebilanz

	Differentiale
	Exponentialabbildung
	Determinante
	Divergenz
	Unimodulare Tensoren
	Inverse Tensoren zweiter Stufe
	Vollständiges Differential

	Materialmodelle
	Fließfunktion
	Isotrope Verfestigung
	Kinematischer Verfestigung


	Symbolverzeichnis
	Materialparameter

	Literaturverzeichnis



